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| Einleitung Grundsétzliches und Historisches

| Einleitung

1. Grundsatzliches und Historisches

Quialitative Aussagen und quantitative Aussagen
Statistik ist die zahlenmaf3ige Erfassung und Beschreibung von Massenphdnomenen oder nichtdeterministi-
schen Grofden.
Beispide:
* Volkszéhlungen
 statistische Prognosen

Historische Entwicklung
1) Amtliche Erhebung
Altertum: fur militérische Zwecke und Geldeintreibung
2) Universitatsstatistik
Im 17 Jhdt. Lehre der Staatsmerkwiirdigkeiten
Grundlage fur den Vergleich von Staaten
G. Achenwall (1719-1772) Prof. in Géttingen, von dem der Name Statistik stammt.
3) Politische Arithmetik
Suche nach Gesetzmalligkeiten und sozial-statistischen Daten
4) Stochastik
Im 16. Jhdt.: mathematische Beschreibung von Gliicksspiden (J.F.C. Gauld)
Zwel wesentliche Wahrscheinlichkeitsbegriffe:

Klassische objektivistische Wahrscheinlichkeit Subjektive Wahrscheinlichkeit
A. Kolmogoroff (1903-1987) B. de Finetti (1906-1985)
statisch dynamisch

2. Aufgabe und Gegenstand der Statistik

Quantitative Beschreibung gewisser Umweltphdnomene: Informationsgewinnung durch Komprimieren von
Daten, Erklarungsmodele flr nicht deterministische (=stochastische) kausale Zusammenhénge.
Es gibt zwei Definitionen: Statistik ist
1) eine Methodenlehre, die sich mit der Entstehung und Anwendung von Erhebungen und Versuchen so-
wie mit eéner am stochastischen Modell orientierten Beurteilung der Ergebnisse beschéftigt.
2) das Bestreben, die Dinge so zu sehen, wiesie sind.

V Entscheidung \

Information Aktion

H\ Daten 4/

Viele Grinde sprechen flr Teilerhebungen (billiger,...). Die Vergleichbarkeit von Daten ist oft ein Problem.

Amtliche Statistik

Stadte, Gemeinden, Bundeslander, Staat, Regionen, International, Global

Statistische Amter groRerer Stadte

Statistische L andesémter

Osterreichisches Statistisches Zentralamt: OSTAT

Statistisches Amt der EU: EUROSTAT

Statistisches Amt der UNO: UNSO

Statistischer Dienst der UNIDO, OECP, |AEA.

Statistische Dienste: Ministerien, | nteressengemeinschaften, Vereine, Gewerkschaften, Umwetbundesant,...

Statistik fur Winfler 1



Begleitende Beispide | Einleitung
3. Beqleitende Beispiele

B1l: Be Qualitétskontrollen von Warenlieferungen soll aus sogenannten Stichproben (Untersuchung eines
Téls der Ware) Information Uber den Anteil der schlechten Stiicke in der gesamten Warenlieferung ge-
wonnen werden.

B2: In der Betriebswirtschaft spielen Lebensdauer von Systemen eine Rolle z.B. fir Erneuerung des Fuhr-
parks. Dadie L ebensdauer i.a. nicht detailliert vorhersagbar ist, bendtigt man stochastische Modédlle.

B3: Abhangigkeit des Bremsweges von der Geschwindigkeit.

B4: Arbetszeit fur ein Werkstiick.

2 Statistik fur Winfler



Il Beschreibende Statistik Merkmalsarten und Datentypen

|| Beschreibende Statistik
4. Merkmalsarten und Datentypen

4.1 ArtmaRige Merkmale (Nominaldaten)

keine natiirliche Reihenfolge
gleichbedeutendes Nebeneinander
Bsp.: Farbe, Geschlecht, Rdigion, Nationalitét, ...

4.2 Rangmerkmale (Ordinaldaten)

natlrliche Rangordnung (,, groRer” -Beziehung)
Bsp.: Gliteklassen, Priifungsnoten, Rangpléatze, ...

4.3 Abstandsmerkmale (Intervalldaten)

Neben der Rangordnung kénnen sinnvolle Absténde angegeben werden. Nullpunkt kann willkirlich gewahit
werden.
Bsp.: Kalenderrechnung, Zeitmessung, Temperaturmessung, ...

4.4 Merkmale mit Verhaltnisskalen (metrische Daten)

Zusétzlich zu den Eigenschaften von Intervalldaten gibt es enen absoluten Nullpunkt. Dadurch wird der
Quoatient (Verhdltnis) zweier Auspragungen von der gewahlten Maleinheit unabhangig.

Bsp.: KorpergrolRe, Alter, Einkommen, ...

Bei metrischen GroRen unterscheidet man zwischen diskreten und kontinuierlichen GrofRen. Manchmal
treten auch gemischte Grofzen auf.

Manchmal werden diskrete Gréf3en durch kontinuierliche Grof3en beschrieben. Dann spricht man von
guasikontinuierlichen Grofden.

4.5 Eindimensionale und mehrdimensionale Merkmale

Wenn Erhebungseinheiten eine Zahl zugeordnet wird, dann spricht man von einem 1-dimensionalen Merk-
mal. Wenn der Erhebungseinheit ein Vektor zugeordnet ist, spricht man von einem mehrdimensionalen
Merkmal.

5. Aufbereitung von Daten

Oft liefern Erhebungen bzw. Versuche eine grof3e Anzahl von Daten, die zu ener Uberschaubaren Informati-
on zusammengefaldt werden sollen. Konzentration der Daten in Kennzahlen, Diagrammen, Tabelen und
Vertellungsmodel len.

5.1 Diskrete Grol3en

Solche GrofRen kdnnen hochstens abzahlbar viele verschiedene Werte annehmen, die sich nicht haufen doir-
fen. Beobachtete Daten werden in Strichlisten und Stabdiagrammen zusammengefalit.

Merkmal i Anzahl dieser Werte rel. Haufigkeit | summierte Haufigkeit
Strichliste Haufigkeit Hi H. i
’ hy=—~ 2h
n =
1 1l 4 4/n hi
2 Il 2 2/n h1+h2
3 Il 3 3/n
k | 1 1/n h1+h2+...+hk
m Il 2 2/n 1
Summe n 1
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Graphische Darstdlung in einem Stabdiagramm
Hi

Hy

L 2 /\/k M Anzahl

Summenkurve
s hi
1

1 2 %k /\/ M Anzahl

Kresdiagramme (Torten-)

Kreisflachen proportional zu den
Anteilen (rel. Haufigkeit)

5.2 Kontinuierliche Merkmale

Solche Grdf3en kénnen alle Werte (=Zahlen) aus einem Intervall annehmen (auch unendlich!). Bei groReren
Beobachtungszahlen (n>30) ist eine Klasseneinteilung zweckméfdig. Zu jeder Klasse stellt man die absolute

Haufigkeit H; und die rlative Haufigkeit h; fest.

Klasse Anzahl dieser Werte rel. Haufigkeit | summierte Haufigkeit
(a,by)
Strichliste Haufigkeit Hi H. i
’ hy =— 2h
n =
(3.4] 1l 4 4/n hi
(4,5] Il 2 2/n h1+h2
(13,14] Il 3 3/n 1
Summe n 1
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Il Beschreibende Statistik Aufbereitung von Daten

Typen von Verteilungen (Histogramm)
Je nach Gestalt des Histogrammes unterscheidet man:

symmetrisch eingipfelig rechteckig Sfoérmig U-férmig

linkssteil, rechtsschief rechtssteil, linksschief mehrgipfelig

Falls man alle Urdaten eines kontinuierlichen Merkmalsin die,, Verteilung* aufnehmen will:
Empirische Verteilungsfunktion F, ()
Fur die beobachteten (1-dimensionalen) Daten X, ..., X, gilt eine sog. Ordnungsstatistik X1y, X@), X@), --»X(n)»

d.h. X(l)S X(z)S.... X(n_l)S Xn)
(X)

" — 1

Treppenfunktion mit den Sprunghéhen %/,
n...Anzahl der Beobachtungen

Xy o X Ea-y Fa
Bemerkung: Falls k Beobachtungen identisch sind, so ist dort die Sprunghéhe ¥/

Ziel der schlielfenden Statistik ist es, den empirisch gegebenen Verteilungen (Histogramme) ,, theoretische'
Verteilungen anzupassen, die erstere ,, gut” beschreiben.

fx) f(0L.....Dichtefunktion (theoretische Vertellung)

Statistik fur Winfler 5



Statistische Kenngréf3en eéindimensionaler Haufigkeitsverteilungen Il Beschreibende Statistik

6. Statistische Kenngr6fRen eindimensionaler Haufigkeitsverteilungen

Fir n Beobachtungen xi, ...,X, einer 1-dimensionalen Merkmals sucht man charakteristische Gréf3en deren
Vertelung.

6.1 Lageparameter
a) Mittelwert

n
n niz

Sind die Daten bereits gruppiert mit Klassenmitten z; und Haufigkeiten H;, so gilt:

Ist das arithmetisches Mittel: X,

b) Geometrisches Mittel

¢) Median einer empirisch gegebenen Verteilung
Fur Urdaten wird bel ungerader Anzahl, d.h. n=2k+1, der , mittlere® Wert X1y als Median bezeichnet. Bei

X(k) X (k)

gerader Anzahl, d.h. n=2k, gilt: X=

Fir gruppierte Daten ermittedt man das Summenpolygon und definiert den (empirischen) Median als jenen
Wert, fir den das Summenpolygon den Wert %2 annimmt.

Allgemeiner nennt man fur 0<p<1 jenen Wert X, fir den das Summenpolygon den Wert p annimmt, das
(empirische) p-Fraktile (oder 100-p-Perzentile der empirischen Verteilung).

Bemerkung: Der Anteil jener Werte, diekleiner gleich x, sindist gleich p.

d) Modus

Falls eine Verteilung einen haufigsten Wert (diskretes Merkmal) hat, so wird dieser als Modus bezeichnet.
Im kontinuierlichen Fall ist der Modus als die Mitte jener Histogrammklasse definiert, Uber der das Hi-
stogramm den hichsten Balken hat (falls dies eindeutig). Bei theoretischen Verteilungen verwendet man
die Dichtefunktion und bestimmt ihr Maximum.

6.2 Streuungsparameter

Fir die Form einer Vertellung sollen ebenfalls charakteristische Werte (Parameter) gefunden werden.
a) Spannweite

Spannweite:=x(n)—x(1)=x(ma<)—x(mm)

b) Quartilsabstand Xq75-Xo,25

Bemerkung: Im Intervall [Xq.25;X0.75] liegen 50% aller Daten.

¢) Mittlere absolute Abweichung MAD

1 n
MAD::H%:‘Xi ~Xoy

n n n
Bemerkung: Berechnet man " |x; = X,| fir irgend einen Wert xR so gilt Z‘xi - Xo,s‘ < |X; = X,| . Bei
i=1 i=1 i=1
gruppierten Daten mit k Gruppen, den Gruppenmitten z und den absoluten Haufigkeiten H; gilt:

1 k
MAD::EZ‘ZJ. ~ 2, [H,
=
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Il Beschreibende Statistik Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen
d) Empirische Varianz

Bemerkung:
» Bei Stichproben oft Division durch n-1.

. Zn:(xi ‘Yn)2 Si(xi _XO)2 X, OR
i=1 i=1

» flr gruppierte Daten:
k

S =%Z(Z,— _zg)z [H;

j=1
S= \/? heif3t empirische Streuung oder empirische Standardabweichung
€) Empirischer Variationskoeffizient
VK = ? Bemerkung: dimensionsloses Streumal’
X

7. Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen

Fir Untersuchungen von Zusammenhangen zwischen eindimensionalen Grofzen X und Y betrachtet man
Beobachtungen (x;, vi); i=1(1)n

7.1 Kontingenztafeln
Sind beide Merkmal e qualitativer Art, diskret aber nicht der Grof3e nach zu ordnen.

X.....I Auspragungen
Y.....m Auspragungen
n Beabachtungen (X, yi) k=1(1)n

Xy b]_ b2 bj bm n. :Zmlnij

i=

a N1 Nyo - Ny; . Mim N1,

22 N1 Noo - My . Nom No.

a, n.l N> N Nim n,.

a| n|1 N2 N Nim n|.
|

n.;= lenu Ny N2 n.; N n
i=

n;=Anzahl der Paare (Xx,yx) mit x,=a und y,=b;
Will man die Abhéngigkeit bzw. die Unabhangigkeit der beiden Merkmale X und Y untersuchen, so ver-
wendet man die sog. Unabhangigkeitszahlen Uj:

U= [,

]*°

n
Bel statistischer Unabhangigkeit der beiden Merkmale mufite gelten: n; = n,, n,j/n
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Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen Il Beschreibende Statistik
Beispidl: Vierfeldertafel

Falls X und Y nur 2 Warte annehmen kdnnen, d.h. m=2, |=2, n Beobachtungen.

X Y b, b,
Q My N2 M.
(5 M2y N2 Ne.
N N, n

11 [nzz —Ny [n21

Y ule scher Assoziationskoeffizient Q = N
nll mzz + n12 |]]21
7.2 Empirischer Korrelationskoeffizient

Den Grad eines eventuellen linearen Zusammenhanges zweier metrischer Merkmale X und Y kann man
mittels des empirischen Korrelationskoeffizientens r beschreiben.
Der empirische K orrdationskoeffizient fir beobachtete Paareist definiert als:

Beobachtete Paare (X, Yk), k=1(1)n

Bemerkung:
e Esgilt -1=r<i.
e r andert sich nicht, wenn man anstele da Wertepaare (X,y«) Lineartransformationen (uy,vi) mit
U, =X "X g Vv, =Y Yo i,
C d
» Fals|r|F1, so liegen alle Paare (x,y«) auf einer Geraden in der x,y-Ebene (r=1: ansteigen; r=-1: fallend).
» =0 bedeutet nicht keine Abhangigkeit, wohl aber keine lineare Abhangigkeit.

Bel 2weidimensionalen Haufigkeitsverteilungen gilt:

| Klassen fur diex-Werte: Gy,...,G,

m Klassen fir diey-Werte: Ky,...,Kn,
Klassenmitten u; der x-Werte; i=1(1)I
Klassenmitten z der y-Werte; j=1(1)m

Anzahl ny; der Paare (Xy,y«) mit x,Ob; und yiOk;

ii(ui _7)(21' _7) [,

i=1 j=1

\/{ ill(ui -X)" . }{Zm:(zl -y) D“-J}

=1

o= mit der Bedeutung von n.. und n.; aus Abschnitt 7.1.

8 Statistik fur Winfler



|| Beschreibende Statistik Indexzahlen

8. Indexzahlen

Hat man mehrere, sachlich zusammenhangende Reihen von Daten, so mdchte man deren Verlauf oft jeweils

durch eine Zahl beschreiben. Dies erfolgt durch sog. Indexzahlen.

Der Wertindex gibt eine Aussage iber die relative Anderung des Wertes eines Warenbiindels (Warenkorb).

1,...n Warennummern der n Waren des Warenkorbs
PtLs---sPn Preis der Waren (zur Berichtsperiodet)
Ots+--»Ckn Menge der Waren

Basisperiode t=0

Wert des Warenkorbes in der Periodet: »_ p,d
i=1
Z Py L,
Wertindex: |y =-2———

n

Z Pai LWl

Aussagen dartber, wie sich der tatschliche Aufwand enes 4-Personen-Haushalts andert, liefern
Preisindizes.
Preisindex nach Paasche: Preisindex nach Laspeyres:

Z Py Ll Z Pa Wi
o= —— A (OSTAT)

Z Poi LA, me [d),;

i=1 i=1
Bemerkung: Bei ;7 wird von fiktiven Mengen zur Zeit t ausgegangen, bei 1% zum Zeitpunkt t=0.
9. Zeitreihen
Zeitrehe y, t=1, 2,..., k  (glatte Komponente)
Zid ist die Schatzung e ner sog. Trendfunktion g..
Idee: yi=gtr;
z.B. g=atbt P

g=atb+ci -7
g=ale” /\'/ .
tg t; t, ty
Allgemein: g=y(t,ab,....) wobei U eine bekannte Funktion mit den Parameterna, b, .... ist.
Die Parameter missen zur Anpassung der Komponente g, an die Daten statistisch geschétzt werden.
9.1 Methode der kleinsten Abstandsguadratsumme
Bei dieser Methode wird das Minimum der folgenden Funktion bestimmi: Z(yt - gt)2 - Min
t=1

Statistik fur Winfler 9



Zeitrethen || Beschreibende Statistik

9.2 Methode der gleitenden Mittelwerte

Es wird unterschieden zwischen:
a) Gletende Mittelwerte ungerader Ordnung (2k+1)

t+k
gt = —Zk +1 J.:,[Z_kyj
b) Gleitende Mittelwerte gerader Ordnung (2k)
1 t+k-1 1
g =— S+ = +Vy..
g ok j:tZk:ZJ 5 (yt.k Yi k)
Bemerkung: Die Trendkomponente der ersten k und der letzten k Beobachtungen kénnen mit dieser Methode
nicht geschétzt werden.
Beispidl:
y1=2, ¥2=6, y3=1, y4=5, Yy5=3, Y6=7, Y7=2
Gleitender Mittelwert der Ordnung 3:

2k+1=3=k=1
2+6+1 6+1+5 1+5+3
g, = =3 0, = =4 0, = =3 .
gZ 3 g3 3 g4 3
Gleitender Mittelwert der Ordnung 4
- aa 1 1 29
2k=4=k=2, = Z[yz +y,+y, +E(y1 + ys)} = 5

9.3 Prognosen
Gegeben ist der zeitliche Verlauf einer nichtdeterministischen GroRRe Y, (Zetreihe). Man beobachtet nun die
Zeitreihe bis zu einem Zeitpunkt t, und versucht daraus Aussagen (Prognosen) dber Y. zu einem zukiinf-

tigen Zeitpunkt t,+At zu gewinnen. Dazu benétigt man eine stochastische M odellbildung nach dem Stand
des Wissens mit Wahrscheinlichkeiten.
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Il Wahrscheinlichkeitsraume Beschreibung der Unsicherheiten

Il Wahrscheinlichkeitsrdume
10. Beschreibung der Unsicherheiten

Definition: Wenn der Ausgang eines Versuches nicht vorher bestimmt werden kann, spricht man von eénem

statistischen Experiment.

B 1: Lieferung von N e ektronischen Bauteilen sind A Stiick schlecht (Ausschul). Entnimmt man e ne Stich-
probe von N>n Stlicken, so ist die Feststdlung der Anzahl a von schlechten Stlicken in der Stichprobe
ein statistisches Experiment.

B 2: Die Lebensdauer von technischen Produkten ist i.a. nicht vorhersehbar. Daher ist die Feststellung der
Lebensdauer (z.B.: Glihbirne) en statistisches Experiment.

B 3: Die Feststellung des Bremsweges bei fester Geschwindigkeit ist eln statistisches Experiment.

Gefragt: Numerische Aussagen (Zahlen), fir die Beschreibung der Unsicherheit. Solche Zahlen nennt man

Wahrscheinlichkeiten.

10.1 Klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition

Fir B1 wendet man die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition an:

Kann das statistische Experiment auf m endlich viele Arten ausgehen, so bezeichnet M={a,, &,,..., an} die
Menge der mdglichen Versuchsausgange (M er kmalraum).

Fir eine Teilmenge EOOM mit g Elementen wird die Wahrscheinlichkeit dafr, daf? eines dieser Elemente als
V ersuchsausgang auftritt, definiert als:

W(E)=2  (kiassische Wahrscheinlichkeitsdefinition = 91719
m moglich

10.2 Permutation

Frage: Auf wievid Arten kann man n Dinge in linearer Ordnung anordnen?

Antwort: Auf n! Arten mit n!=nl{h-1)[(h-2)C1..201.

Bewels:

Fir n=1 ist diese Aussagerichtig, wie sich durch vollstandige I nduktion beweisen 183t. Esist nun zu zeigen,
dai die Aussage (die fur nrichtig ist) auch fur n+1 richtig ist.

Angenommen man hat n+1 Dinge. Man erhélt dann alle Anordnungen dieser n+1 Dinge, wenn man zu jeder
Anordnung von n Stiicken alle Einreithungen des (n+1)ten Stiickes in diese Anordnung betrachtet.

Es gibt n+1 Positionen fir a.;. Daher gibt es zu jeder Anordnung der Elemente a,..., a, n+1 Anordnungen
der Elemente &,..., @, an1. Daher gibt esinsgesamt (n+1)[{Anzahl der n Elemente) mdgliche Anordnung.

10.3 Kombinationen ohne Wiederholung

Frage: Auf wievidl Arten kann man aus n Stiicken k Stiicke auswahlen, wenn es nicht auf die Reihenfolge
der Auswahl ankommt und jedes Stiick nur einmal vorkommt?

Antwort: Auf ( ) Arten.
ny n!
(kj'_ k!(n-k)!

k
Begriindung: Aus alen linearen Anordnungen nimmt man die ersten k. Es gibt n! solche Anordnungen, wo-
von die ersten k! dasselbe Resultat liefern; analog die hinteren (n-k)!.
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Beschreibung der Unsicherheiten Il Wahrscheinlichkeitsraume
Anwendung auf B 1:

Die Anzahl der Auswahlen von n Stiicken aus N vorhandenen ist (':) =m. Die Anzahl der Auswahlen von a

Stlicken aus A vorhandenen ist (2) . Dieletzen Auswahlen miissen mit allen Auswahlen von n-a guten Stik-

ken aus N-A insgesamt vorhandenen guten Stiicken kombiniert werden. Die Anzahl der Auswahlen von n
Stlicken, in denen genau a schlechte Stiicke und daher n-a gute Stiicke sind, ist daher:

(e
4= a/\n-a
Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition liefert daher als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E ,,genau a
schlechte Stlicke in der Stichprobe vom Umfang n“:

W(E):(/:‘)(,::/;) fira <a<a, mit aizmax{o,n—(N—A)},aZ:min{n,A}

N
n

Ist die Menge der moglichen Versuchsausgange unendlich, so nitzt die klassische Wahrscheinlichkeitsdefi-
nition nichts.

10.4 Haufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit

Anwendung auf B 2:

Die Menge der mdglichen Versuchsausgange ist [0,), d.h. der Merkmalraum ist M=[0,). Filhrt man viele
Versuche dazu durch (viele Beobachtungen der Lebensdauer gleichartiger Bauteile), so kann man fir en
Intervall A=[ty,t;][[0,00) nach n Beobachtungen von X die sog. absolute Haufigkeit H,(A) (Anzahl der Be-
obachtungen von X, die in A fallen) angeben. Halt man an A fest und macht sehr viele Beobachtungen

(n— o), so haben die sogenannten relativen Haufigkeiten hn(A)::M eln konvergenzartiges Verhalten

n

(empirisches Gesetz der grofRen Zahlen: siehe Gesetz der grofden Zahlen).

Wahrscheinlichkeiten werden als idealisierte, relative Haufigkeiten aufgefaldt. Dazu Ubernimmt man die Ei-
genschaften von relativen Haufigkeiten und definiert sogenannte Wahr scheinlichkeitsverteilungen auf
Ereignisfeldern €.

Ereignisse sind jene Teilmengen des Merkmalraumes, fir deren Wahrscheinlichkeit man sich interessiert.
Die Zusammenfassung aller Ereignisse nennt man Ereignisfeld. Solche Ereignisfelder haben sinnvoller Wel-
se folgende Eigenschaften:

1) OE............. unmadgliches Ereignis

MO ....ccveeeeee. sicheres Ereignis

2) ADE = A°=M\AE  (ACist dann das zu A komplementére Ereignis)

3) AEMBOE = AOBOE und AnBOE

Darausfolgt die analoge Beziehung fir k Ereignisse:

LkJAi i
A D8 Oi=lhk=472
A, 0¢

Aus mathematischen Griinden wird meist verlangt:

A 0¢
A 0¢ OiON=Z

A 0¢

Bemerkung: Falls der Merkmalraum mit den reellen Zahlen Ubereinstimmt, so wird als Ereignisfeld das am
wenigsten umfassende System von Tellmengen von R genommen, welches ein Ereignis bildet
und alle Intervalle der Form (a,b] enthalt. Dieses Ereignissystem wird als System der Borel-
M engen bezeichnet.
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Il Wahrscheinlichkeitsraume Beschreibung der Unsicherheiten

Eigenschaften von relativen Haufigkeiten fir Ereignisse:
a) Normierung: h,(0)=0
h.(M)=1
b) O<h,(A)<1 OALE
c) fur einander paarweise ausschlieende Ereignisse As,...,Ax, d.h. Ain A;=0 0izj, gilt:

hn(gAi) = Zklj h,(A)) Additivitat

Begriindung: Man betrachte die absoluten Haufigkeiten und das sogenannte Venndiagramm.

M

Definition: Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung W auf einem Ereignisfeld € ist eine Zuordnung, die jedem

Ereignis A€ eineredle Zahl W(A) zuordnet, wobei gilt:

1) sW(A)<1 DA

2) W(M)=1

3) Fir jede unendliche Folge A1, A,, .... von paarweisen disjunkten Ereignissen gilt:

W(L:J!Aij :gw(Ai)

Mit den voranstehenden Beziehungen heildt (M,&,W) ein Wahr scheinlichkeitsraum.

Sonderfélle von Wahrscheinlichkeitsraumen:
a) Klassisches Wahrscheinlichkeiten
M={a,,..., an}

&=0(M) (System aller Tellmengen)

Fiir DAL ist die Wahrscheinlichkeit definiert durch: W(A) = Anzehl der Hlemente von A

m
b) M ist eéne endliche oder abzéhlbare Menge

M={a, &,..., &}, E&=0(M)
3p =1 miti=1(1)N und p=0

i=1
Fir ein Ereignis ACE definiert man die Wahrscheinlichkeit von A durch:

W(A) = %:Api

¢) M umfaidt aleredlen Zahlen M=R
& sai das kleinste Ereignisfeld, das alle Intervalle f(x)

umfaldt
fR-[0) mit [f(x)dx=1

Fir ein Ereignis ACE gilt dann:

W(A) = If(x)dx a b

b
Speziell gilt dann: A=[ab] W(A) = [ f(x)dx

a

Statistik fur Winfler
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Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsraumen Il Wahrscheinlichkeitsraume

10.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispid: Farbenblindheit
A Ereignis ,, Person méannlich*
Aol Ereignis ,, Person farbenblind*

Frage: Wie groR ist die rdative Haufigkeit h,(A,JA;) von Farbenblinden unter méannlichen Personen?

Gegeben sind: H,(A1n Az)=Anzahl der farbenblinden, ménnlichen Personen
H,(A1)=Anzahl der méannlichen Personen

H, (A n A )G _h(AnA,)
Ho(AL)G h,(A,)

Daher definiert man in Wahrscheinlichkeitsraumen (M,&,W) bedingte Wahrscheinlichkeit fol gendermalien:
Fir AOE mit W(A)>0 ist dir durch A bedingte Wahrscheinlichkeit von B durch:

w(s%):%

h.(A,A,) =

Beispid:

Zwel Schiler treten zu einer Prifung an. Der Lehrer schétzt die Wahrscheinlichkeit, daf? beide durchfallen
mit 0,36 und die Wahrscheinlichkeit, da? beide durchkommen mit 0,16. Wie wahrscheinlich ist es, dald der
erste bzw. zweite Schiler die Priifung besteht?

W(ANB)=0,16=W(A)W(B)

W(A®n B®)=0,36=1-W(ALB)

W(AOB)=W(A)+W(B)-W(AnB)=W(A)+W(B)-W(A)IWW(B)=0,64 = W(B)=0,80-W(A)
W(A)[[0,80-W(A)]=0,16

W(A)=0,40 W(B)=0,40

11. Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsraumen
Geg.: Wahrscheinlichkeitsraum (M, &,W)

A, B, H O¢ (sind Ereignisse)
11.1 Additionstheorem

a) W(AOB)=W(A)+W(B)-W(AnB)
Beweis: Venndiagramm

Formal:

AOB=AO(AnB)

B=(AnB)IJ(A®nB)

W(ADOB)=W(ALO(A®n B))=W(A)+W(A°n B) Additivitat, da disjunkte Ereignisse
W(B)=W((AnB)O(A°nB))=W(An B)+W(A°nB) M O

= W(AOB)-W(B)= W(A)+WA AB)-( W(A N B)+WA“ABY)

= W(AOB)=W(A)+W(B)-W(An B)

b) W(AOBOC)=W(A)+W(B)+W(C)-W(AnB)-W(An C)-W(BnC)+W(AnBnC)

——
w i

C

C) W[LnJAkj = Z(_l)m_l |]N(Ai1 n Aizm"'Aim)
k=1 {ig i} O{ L.}
Beweis: Vollsténdige Induktion
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Il Wahrscheinlichkeitsraume Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsraumen

11.2 Multiplikationstheorem

a) W(AnB)=W(A)IW(BJA)=W(B)W(A|B)

b) W(Alﬁ ..N An):W(A]_) N\/(AzlA]_) N\/(AglAlﬁ Az)W(AnlAlﬂ ..N An_]_) Beweis: bedi ngte Wahrschein-
lichkeit

11.3 Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit

Sind Hy,..., H, eénander paarweise ausschlie3ende Ereignisse, von denen jewells eines eintritt (Zerlegung) ,
so gilt fur jedes Ereignis ALE:

w(A)= S W(AH,) W(H,)

H] H3 M

T

H,

= W(A)=> W(A n H,) =W(AH,)W(H,)=> W(AH,) W(H,)  Multiplikationstheorem

Anwendung:

Eine Produktion erfolgt auf n Maschinen

[ k-te Maschine

A Ereignis AusschuR3stiick

W(A[H)......Wahrscheinlichkeit, dal’ die k-te Maschine ein Ausschuf3stiick produziert

1. WiegroB ist die Wahrscheinlichkeit, dal? en zuféllig herausgefallenes Stiick der Gesamtproduktion Aus-
schul3 ist?

Die Anteile, mit denen die Maschinen produzieren, werden als sogenannte A-priori-Wahrscheinlichkeiten
W(H,) aufgefafdt.

W(A) = Zn: W(A|H k) DN(H k) Satz von der vollsténdigen Wahrscheinlichkeit
k=1

2. WiegroRist die Wahrscheinlichkeit, dal’ ein AusschuR3stiick von der i-ten Maschine kommt?

L 6sung mittels der sog. Bayes' schen Formel.

Anders formuliert lautet die Frage 2: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit einer ,, Hypothese® H; nachdem A
eingetreten ist?

11.4 Bayes'sche Formel
Unter der Voraussetzung vollstandiger Wahrscheinlichkeit gilt:

W(Hi|A): nW(A|Hi)mN(Hi)
I(Zzlw(A|Hk)mN(Hk)
rindung: - :=W(HinA)= W(A|Hi)wv(Hi) z der vollg. rscheinlichkei
Begrincng: wi(H|A}=—rr0y kZZ;W(A|Hk)HN(Hk) Satz der vollst. Wahrscheinlichkeit
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Stochastische Unabhangigkeit Il Wahrscheinlichkeitsraume

Beispidl:
[ T k-te Maschine
W(H)Y) ........... Wahrscheinlichkeit, daf3 ein zuféllig herausgegriffenes Stiick von der Maschinek ist.

W(AH) ....... Wahrscheinlichkeit, daf3 die Maschine k Ausschul produziert.
Bemerkung: W(H,) heil3t A-priori-Wahrscheinlichkeit der Hy

W(HJA) heil3t A-posteriori-Wahrscheinlichkeit der H
Beispid: Herkunft aus n Regionen, Arbeitslosigkeit in den Regionen

12. Stochastische Unabhangigkeit

Definition: Zwel Ereignisse A und B eines Wahrscheinlichkeitsraumes (M,&,W) heif3en (stochastisch) unab-
hangig AOB, wenn der Eintritt eines der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit des Eintrittes
des anderen Ereignisses nicht verandert, d.h.:

W(AB) =W
W(BA) =W

AlBe
B‘AC

= W(A)

ADB: -
= W(B)

Esgilt: AOB = W(A n B) = W(A)[W(B)
B1: Stichprobe vom Umfang zwei aus einer endlichen Gesamtheit mit N Einheiten.
M={(x,y):x({0,1} ,y(}{ 0,1} }
0..... gutes Stiick
1. schlechtes Stiick
&=0(M)
B; .....erstes Stiick schlecht
B, .....zweites Stlick schlecht
Bl:{ (110)1(111)}
BZ:{ (011)1(111)}
Die Wahrscheinlichkeit ist verschieden, je nachdem ob die Ziehungen mit Zurlicklegen oder ohne Zur{ickle-
gen erfolgen.
Angenommen in der gesamten Warensendung sind A Ausschuf3stiicke, so gilt fur die Ziehung eines Stiickes
nach der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition:
A N-A A

w({g) = wdw({oh) ==~ =1-5
Wieist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ausschul3stiick bei der Ziehung eines zweiten Stiickes ?
a) Ziehung mit Zurtcklegen

A
W(B,[B,) =1 = W(B,) w(B, -w(B,) = BB,

|- A
B¢) = :
b) Ziehung ohne Zurticklegen

W(BZ|Bl) = ﬁ—_i 2 W(B,) = % = B, und B, sind nicht stochastisch unabhéngig
Bel Ziehungen mit Zurlicklegen erhdlt man die Wahrscheinlichkeit fiir e nen zusammengesetzten Versuch zu
zwei Ziehungen als Produktwahr scheinlichkeitsraum.

M=M;xM,  W(B1n B,)=W1(B1)W,(B,)
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IV Stochastische Gréfzen Stochastische Grdfen- und Verteilungsfunktionen

|V Stochastische Grdf3en
13. Stochastische GrdRen- und Verteilungsfunktionen

Alle nichtdeterministischen GréRen werden als stochastische Grofien bezeichnet. Eine eindimensionale sto-
chastische Gréfze nimmt Wertein R an, die nicht exakt vorhersagbar sind.

Nach dem Bestand des Wissens ist die beste Information Uber solche Grofen deren Wahrscheinlichkeitsver-
teilung.

Stochastische Gréfen werden meist mit grof3en lateinischen Buchstaben vom Ende des Alphabets bezeich-
net.

Beispid: Anzahl X der schlechten Stiickein der Stichprobe

Stochastische Gréf3en kdnnen als Funktionen von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach R aufgefaldt werden.
X muid so sein, daf3 gilt:

X7(B) O& MeRoarkeit
x}(B):={w OM:X(w) OB}
Dann kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung W, auf R definiert werden durch:
W, (B) = W{x 0B}:=W(x(B)) DintervalleB
Beispiel: Bei unabhangigen Ziehungen erhdt man auf dem Produktraum {0,1} "={ (Xa,...,Xn):Xx10{ 0,1} } fol-

gendermal3en eine Wahrscheinlichkeitsverteilung:
Ist (X1,...,Xn) €@nn-Tupdl, in der genau k Einser vorkommen (1=schlechtes Stiick), so gilt:

A k A n-k
W((xl,...,xn))=(ﬁj [ﬁl—ﬁj Additivitét tiberpriifen!

Hinwels: Wegen Abschnitt 10.4 braucht man nur zu Uberprifen, ob die Summe aller Punktwahrscheinlich-
keiten gleich 1 ist (Binomischer Lehrsatz).

n
(k} n - Tupel mit genau k Einsern

----- k=0
x; 03
Interessant ist nur die Anzahl von schlechten Stiicken in der Stichprobe: Dies ist eine Funktion auf dem Pro-
duktraum M={0,1} ", namlich:

4 = 5 W) -

(Xgyee Xp ) = Zn:xi (CSE Zn:xi stochastische GroRe
i=1 i=1
Die eindimensionale Verteilung vlon X erhélt man fol gmdermellﬁen:
W{X =k}:= W{X‘l({ k})} =W = adlejeneTupd, indenen genau k Einser sind
= ¥ W((xl,...,xn)) = daes genau (D solchen - Tupel gibt
(xl,...,xk):: x;=k p*(1-p)" "

1

= [D p* fi-p)"™  furk=0()n
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Diskrete Verteilungen IV Stochastische Grofzen

13.1 Verteilungsfunktion einer (eindimensionalen) stochastischen GréRe

Mittels der Verteillungsfunktion Fx(D) einer stochastischen Grofde X kénnen die Wahrscheinlichkeiten fir
bediebige Intervalle berechnet werden. Es gilt:

F(x)=w{X<x} DxOR
W{a<X<b}=Fx(b)-Fx(a) mit (ab]
Eigenschaften von Verteilungsfunktionen:

Fir die Verteillungsfunktion F(D) gilt:
) OSF(X)S1 OXOR.iiiiiieciieecee e Normierung ]
b) X1<Xo = F(X)SF(X2)ueieivieiieeceeeeeee, Monactonie
0 limAx)=0 limFx)=1 p
Ir!f(r)] Ax+h)=Hx) OXOR..commennee. Rechtsstetigkeit |

_ — —h — P | :
d) W{X =x} = F(x) IAmF(x h) oL | |

1 | | x
Xp X

0

Definition: Fur Osb<1 sind p-Fraktile x, einer eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der
Wahrscheinlichkeitsverteilung F(0) folgendermaf3en definiert: p=F(x,) falls O(existent)

Bemerkung: Fir eine stochastische Grof3e X ist ein p-Fraktile x, ein Wert aus R, fur den gilt:
W{X<xpt=p [Xp

14. Diskrete Verteilungen
Solche Groften nehmen entweder nur endlich verschiedene Werte an oder hdchstens abzahlbar viele Werte,
die sich nicht hdufen. So eine Wahrscheinlichkeitsvertelung ist durch ihre sogenannte Punktwahrscheinlich-
ket festgelegt.
p(X)=W{X=x} mit My=Merkmalraum 1
EsmuBgelten: > p(x) =1 mit0<p(x)<1

XM
Bemerkung: Verteillungsfunktionen diskreter stochastischer Px,
Grofen sind Treppenfunktionen. o

14.1 Dirac-Verteilung &,, uOR

XB, = W{X=p}=1 keine Variabilitat
1
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IV Stochastische Grofden

Diskrete Verteilungen

14.2 Diskrete Gleichverteilung Dn,

M={a,,...,an}

f 1 1 1 X
ap A az Am

14.3 Alternativverteilung Ag (0<6<1)

Sog. Bernoulli-Verteillung
XOAg = Mx={0,1}
W{X=1}=06=p(1)

W{ X=0}=1-6=p(0)

]

1-8

=

14.4 Binomialverteilung Bhg
Beispid: Ziehen mit Zuriicklegen

Fihrt man n unabhéangige Alternativversuche durch (X;0Ag, i=1(1)n) und zadhlt danach die Summe der X;
(=Anzahl X der schlechten Stlicke), so gilt X=>X; und X kann Werteaus{0,1,2,..., n} annehmen.
Die Wahrscheinlichkeiten flr die stochastische Gréfze X sind (vgl. Abschnitt 13):

W{X =k} = @ ® [{1-6)"  firk =0(1)n

145 Hypergeometrische Verteilung Hyan

Beispid: Ziehungen ohne Zuriicklegen
(452
a n—-a
RCI
n
a;=max(0,n-(N-A))
a=min(n,A)

fir a=ay(1)a,

14.6 Poisson-Verteilung P, (u>0)
X[P,= M=N,

p e

W{X =k} = p(k) = fir k=0(1)o

Bemerkung: Approximation
Hyan = Bn,é = Pn%

N
H_J
neN  peN AN
10 10 10

A, besondere Stiicke
N Gesamtanzahl
[ D Stichprobenumfang
> p(k)=1
k=0

Statistik fur Winfler
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Kontinuierliche (stetige) Verteilungen IV Stochastische Grofzen

15. Kontinuierliche (stetige) Verteilungen

Eine stochastische GroRRe X, die alle Werte eines Intervalls annehmen kann und fiir die es eine Funktion (sog.
Dichtefunktion) f:Mx —[0,0) gibt, so dal3 die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls (c,d) folgendermalien
gegeben ist:

w{x O(c,d)} = Tf(x)dx mit Tf(x)dx =1 1)

heildt kontinuierliche Verteillung mit der Dichtefunktion f([)
(Dichte, Wahrscheinlichkeitsdichte).

Die Verteilungsfunktion zu einer kontinuierlichen Verteilung X c d
mit der Dichtefunktion f([J erhdlt man durch Integration:

X

F(X) = jf(t)dt

—00

Bemerkung:
1) f(x)=F(x)
2) siehex in Zeichnung

15.1 Kontinuierliche Gleichverteilung Uz

Auch uniforme oder stetige Gleichvertellung. X[U,p = Mx=(a,b)

Beispid: Ug; = f(X)=l(0
00 Uga ) FX)

1

X X
0 1 0 1

Definition: Ist M eine Menge und A eine Teilmenge von M, so ist die | ndikator funktion I0) der Menge A

gegeben durch:
1 four xOA
a(x) =

0 fdls xOA

Allgemein: f(x) = -1 (¥

15.2 Exponentialverteilung Ex; (1>0)

X[Ex; = f(x) = % YA [ g.s) (¥)

Al

X

Fx)= [1e " =1-e " frx=0
OT
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IV Stochastische Gréfzen Kontinuierliche (stetige) Verteilungen

15.3 Standard-Normalverteilung N(0,1)
XIN(0,1) = Dichtefunktion ¢ (0

1 2
X)=——e 2z [OxOR
o(x) =
Verteilungsfunktion: CD I %dE

Da die Verteilungsfunktion CD(x) nicht eementar integrierbar ist, wird sie tabdliert. Es geniigt die Funkti-

onswerte fiir x>0 zu tabdlieren, da gilt: ®(0)=%2 und ®(-x)=1-P(x) Ox>0

Dichte
0,51 14
0,5+
S T
15.4 Allgemeine Normalverteilung N(u,0?) (LOR, 62>0)
XIN(u,09) fx)

Dichtefunktion:

f(x\u,oz): Zrlwz @_%[@%j Ox OR /\

Verteilungsfunktion:

X X

(e
F(x)=ff(£‘u,02)dﬁ=\/_zje 20 (g

—00

0 H—o i w+o

Die Verteilungsfunktion ist nicht elementar integrierbar, aber auf folgendes Integral rickfihrbar:

X
\/__Ie ZdE
Esgilt: F(x)=¢(x_uj Ox OR
u,02 o
Beweis:
Ie ( j dz= Substitution: =2 = u? = dz= odu?
2T[0 o
X4
102 X—H
_ o2 ¢du2=¢(_j
J2rm _J; o

Es gilt daher: X[N(l,0?)

Bemerkung:
1) ®(-2)=1-P(2)
2) Zusammenhang zwischen den Fraktilen z, der N(0,1) und X, der N(u,02):
_XTH
o

Zp
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Gemischte Verteilungen IV Stochastische Grofzen

15.5 Logarithmische Normalverteilung LN(u,0%) (WOR, 02>0)

XILN(Y,09) = Mx=(0,00), INXCN(U,0?)
Verteilungsfunktion:

F(X)=w{X<x} =w{InX <Inx} =F__.(Inx)= q)(ln);—pj

Bemerkung:  Die Dichtefunktion erhalt man durch Differentiation.

)= g5 )

0 ,0%)

Modus = Maximum
Median = Xo5
‘ x Mittd = Erwartungswert

Modus  Mittel
Median

16. Gemischte Verteilungen

Priifung!
Es gibt praktisch wichtige stochastische Gréf3en, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung weder diskret noch
kontinuierlichist.

Beispiel: Wartezeit bei einer Ampel fv)

T...Ankunftszeit, a...Grinphase, b...Rotphase
TJoasb ’ X
Wartezeit: ath

_ {O bei Ankunft im Intervall [0, a)

a+b-tbei Ankunftin[aa+ b)

Grun a Rot T &+

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

w{x =0} =w{TOJ0,a} =——>0

a+b

W{0<X <x} =W{T Oa+b-x,a+b)} =aTXb firo<x<b

17. Erwartungswert von stochastischen GréRen bzw. Verteilungen

Zur Beschreibung von Vertellungen sind charakteristische Werte derselben wichtig. Ein solcher Wert ist z.B.
der Erwartungswert. Der Erwartungswert wird auch Mittel der zugehdrigen Vertellung bezeichnet.

Im Beispiel der Lebensdauer wird manchmal ein ,zu erwartender® Wert gewtinscht. Man hat endlich viele
beobachtete L ebensdauern xg,..., X, und den Mittelwert. Angenommen, dies sind Auspragungen einer stocha-
stischen GroRRe mit identischen, diskreten Punktwahrscheinlichkeiten, dann gilt:

- p(xi)z%

Mittelwert: X, =

%Z::Xi = iZ::Xip(Xi)
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IV Stochastische Gréfzen Erwartungswert von stochastischen Groéfien bzw. Verteilungen

17.1 Erwartungswert diskreter Verteilungen

Sei XOMyx,p(x)) mit p(x)=W(X=x), so wird der Erwartungswert EX von X, auch bezeichnet als Mittel der

Verteillung von X, folgendermal3en definiert:
EX:= > xp(x)
XCM

Beispid: Alternativverteilung Ag (0<6<1)
MX:{ 011}

W{X=1}=0 und W{X=0}=1-6
EX=0[(1-6)+10=06

Beispid: Binomialverteilung

X [Bn 0 (O<9<1)

EX = Zlﬂ)(l) Zl[ﬁ][ﬂ)'[ﬂl 6) n®

Beispidl: Poisson-Verteilung P,
X[Py

oo X BE_“ oo lJX BE_“ _ oo lJX—l _ oo lJX _

Ex =" xit = =™y ——=puletdy —=pkt=p
XZ:(:) x! XZ; (x-1)! ;(x—l)! XZ(; x!

17.2 Erwartungswert kontinuierlicher Verteilungen

XM, ()

00

EX:= Ix [ (x)dx
Beispiel: Uniforme Verteilung U, -
XUJap mit a<b
T T &1 1t . a+b
EX = Ix [@(x)dx = __[ox [—Iﬁﬂl(ayb)(x)dx = _!:x ELe —ijdx ==

Beispid: Allgemeine Normalverteilung N(u,02)
X~N(u,0?)

- f 2\ 4y — [ 1 _%()%“jz -
EX —:[ox[ﬂ(x‘u,o )dx-i[ox[-lmﬂa dx=n

Der Erwartungswert ergibt sich aus der Symmetrie dieser Wahrscheinlichkeitsvertellung.

Beispid: Exponentialverteilung Ex,
XOEX;

© X
EX = J‘xE%Ba tdx =... partielle Integration ...=
T
17.3 Erwartungswert gemischter Verteilungen
XE(MX—{XL ,xm} 0 <ab>, p(X) {Q)

O<Zp )<1 jf( X)dx =1~ Zp( x;)

EX = Zx [p(x;) + I [(x)adx

Beispid: Erwartungswert der Wartezeit im Beispiel aus Abschnitt 16.

Satz 17.1 st X eine stochastische Grof3e und der Erwartungswert existiert und cOR so folgt: E(cIX)=c[EX

Statistik fur Winfler
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Varianz und Streuung einer stochastischen Grofze/Vertelung IV Stochastische Grofzen

18. Varianz und Streuung einer stochastischen GréRe/Verteilung
Sei X eine stochastische Grof3e. Gesucht ist ein Mal3 fur das Streuverhalten von X (sog. Varianz).

18.1 Varianz von diskreten stochastischen GréR3en

XOMx,p(D)

VarX:= > (x-EX)* p(x)
XMy
Beispid: Alternativverteilung Ag
XOAg = EX=6
Varx =(0-6)*[fL-8) +(1-8)’ (B = 8{1-6)
Beispidl: Poisson-Verteilung P,
XOP, = EX—u

VarxX = Z::(k u)* d‘; Z(kz—2uk+u2)£=i[k(k—1)+k(1—2p)+p2]ELS_“:

=§“%— +(1- ZM)ZKD“*WZZ kEe_ u(Ee) H1-2) 2 =

Beispiel: Binomialverteilung B g
X0OBne = EX=n(B
VarX =ng(1-6)

18.2 Varianz kontinuierlicher Verteilungen (stoch. Grdf3en)

XM, ()

VarX:= I(x - EX)2 [ (x)dx
My
Beispid: Normalverteilung N(u,02)
XIN(W,0?9)
VarX=02
Beispid: Exponentialverteilung Ex,
XEX,
VarX=t2
18.3 Varianz gemischter Verteilungen

XAMx={X1,....xm} O <a,b>,p(x;),f(D)
b

VarX:= Z(x - EX)*p(x;) +I(x - BX)? O (x)dx
Beispid: Varianz der Wartezeit im Be|sp|el aus Abschnitt 16
Bemerkung: Fiir die Berechnung von Varianzen gilt ein sog. Verschiebungssatz (vgl. Abschnitt 19).
Satz 18.1 st X ene stochastische Grofze mit CEX, VarX und cOR so folgt: Var(cX)=caVarX
18.4 Streuung

Ist X ene stochastische GroRRe (bzw. eine Verteilung auf R) mit CVarX, so heift ,+VarX Streuung von X.
Beispid: Normalverteilung N(u,02)

X~ N(u,0?)

Streuung(X)=0
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IV Stochastische Grofden Funktionen einer stochastischen Grofie

19. Funktionen einer stochastischen Grdl3e

Sa X ist stochastische Grofze mit der Verteillungsfunktion Fx(D. Dann ist die Funktion g, definiert as
P:R=R=P(X)  P(X):=Y(Wert(X)), ebenfalls stochastisch.
Beispiel: Mal3stabstransformation

Frage:
1) WdcheVerteilung hat Y, falls die Verteilung von X bekannt ist?

Fir c>0 gilt fir die Vertellungsfunktion F (0] von Y=c[X:
Fe(x) =W{Y <x} =wW{cX <x} =W{x <2} = F (%)
Falls X kontinuierlich verteilt ist mit der Dichtefunktion fx(0J, so kann man die Dichtefunktion fv(0l von Y
folgendermal3en berechnen:

f, (x) =di)'(|:Y (x) =%{Fx(iﬂzfx(ij 7 oxOR

c c/ c
2) Wechen Erwartungswert und welche Varianz hat Y?
E(cX)=clEX (vgl. Satz 17.1)
Var(cX)=caVarX
3) Wasgilt bei allgemeinen Funktionen w(Dr?
Beispiel: X[UJg 1 und Y=X3Fy (D!

o4 4 Fx() Fy()

y:x§

X
0 X" 1 0 1

Satz 19.1  Ist X ene 1-dimensionale stochastische GroRRe mit der Vertellungsfunktion Fy (0] und Y:R=R

eine invertierbare und monoton wachsende Funktion, so gilt fur die Vertelungsfunktion Fy (0] der stochasti-

schen GrolRe Y=y(X):

R(x)=F(w™(x) OxOR
Bewis: F,(x) =W{Y <%} =W{w(X) <x} =w{x < g (x)} = K (0 7(x))

Bemerkung: Im Fall der Existenz einer Dichte fx () fir die Verteilung von X und der Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion g™ (01 von W(Q gilt fir die Dichte fy (0 von Y=y(X):

fy (4 =1 () 5 w0

Beispiel: X[N(0,1)
Gesucht ist die Verteilung von (X)=X2

R (%) =W{X2 <} = W[ x < X<,x} = [, 4/x) - & 4/x) = 20(x) -1

XZ
Durch Differentiation ergibt sich die Dichte fol gendermalien:
_ 9 (= 2m 2ol
fe(x) = Fa(¥) =200 (&)B;-D( = 22 O (¥)
Diese Vertelung heif3t Chiquadrat-Verteilung X2 mit eéinem Freiheitsgrad.
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Funktionen einer stochastischen Grofie IV Stochastische Grofden

Zur Berechnung des Erwartungswertes eéner Funktion einer stochastischen GroR3e gibt es den sog. Satz vom
unbewul3ten Statistiker.

Satz 19.2 Ist X eine stochastische GroRe und (D! eine redlle Funktion, so gilt fir den Erwartungswert der

stochastischen Groéfze Y(X):
a) Falls X diskret verteilt ist mit den Punktwahrscheinlichkeiten p(x):

E[w(x)] = X%;g(x) (x)

b) Falls X kontinuierlich verteilt ist mit der Dichte (Dl

e w(x)] = _]iw(x) 1(x)ox

Allgemein gilt E[qJ(X)] # Y(EX), esgilt jedoch folgender Satz:

Satz 19.3 Ist X ene stochastische Gréfde und aldR, bR, so gilt fir die stochastische Grofe aX +b:
E[alX +b] =alEX +b
Beweis. Fur den kontinuierlichen Fall gilt:

E[aD<+b]=°f(aD<+b)[ﬂ( dx = ajx[ﬂ dx+bj x)dx = alEX +b

—00

Bemerkung: Allgemein gilt filr eine lineare Funktion Zci [p;(X) :

i=1

E{Z G Elpi(x)} => ¢ [EX

i=1 i=1

Beispid: E[2X+3X2=2EX+3E(X?)

Definition: Ist X eine stochastische Gréfie mit endlicher Varianz 02 und Erwartungswert 1, so heifdt die sto-

chastische GroRRe 2t die zugehdrige standar disier te stochastische GroRe.
Esqilt:

a) E{X “} 0
(6)

b) Va{X “} 1
(6)

Beweis:

a) Aus 2P -1y B ind saz193folgt
o o o
E{ix+(_BHZEEX+E{_B}:£+(_HJ:o
o o o o o o

Beispid: Berechnung der Verteilungsfunktion der N(u,02)

XON(u,09) = X2 IN(0,1)

Bemerkung: Aufgrund des Satzes vom unbewufdten Statistikers gilt bei existierender Varianz [(WarX:
VarX=E[(X-EX)?]

Verschiebungssatz fir die Varianzberechnung
Satz 19.4 Fir jede stochastische GroR3e, deren Varianz existiert, gilt:
VarX=E[X?]-(EX)?

VarX = E[X EX] E[x2—2D<[|Ex+ )2]=E[X2]—E[2D([IEX]+E[E[X2”:

= B X?| - 20EX [EX + (EX)’ = {] X*] - (EX
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IV Stochastische Grofzen Funktionen einer stochastischen Grofde
Bemerkung: Manchmal hilft folgende Gleichung zur Varianzberechnung:

Vax = E[X(X -1)] + EX - (EX)’

Beweis:
E[X(x -] + EX - (EX)* = [ X* - X| + EX - (EX)” = €[ x| - EX + EX - (EX)” = § x| - (EX)?

Beispid: Varianzberechnung der Poisson-Verteilung
X[P, = EX=p
Zuerst berechnet man E[X[(X-1))]

E[X(X—l)]=§kmk—1) [p(k) = Zkﬁﬂk 1)&“ @;u=iuk®“ o k2

= (k-2)! = (k-2)!
o k o
=e* 2 u_: 2 —u =
R Yl Y
Nach Anwendung der letzten Bemerkung erhalt man:
VarX = XX ~1)| +EX ~(EX)® =p® +p-p® =p

Beispid: Binomialverteilung
XBp = VarX=nlpl{l-p)
Mit Hilfe des Binomischen L ehrsatzes ergibt sich die Varianz folgendermali3en:

E[X[@X‘l)]zzk[qk‘l)[ﬁj “ffr-p)"" ZW@’[@ p)" =

k=2
n-2 n-2

Z:(n k- Z)IEB(I P )" = nlin-0)p? Dz[n ijkml_p)n—k—zzn[qn_l)mz
VaX = X X -1)|+ EX - (EX)* =nin-1)(p” +np-n’p® = n(pfi-p)

Bemerkung: Ist X eine normalverteilte stochastische GroRe, d.h. X[N(u,02), und sind ¢ und d redlle Kon-
stanten mit ¢>0, so folgt:

1) cIX[IN(clj,c2[d?)

For() = W{ex <) = w{x <} = o3

2) X+dIN(p+d,0?)

Fa(X) =W{X +d<x} =W{X < x-d} = ¢(_x—(§+d))

3) cX+dN(clp+d,c2[d2) (siehelund?2)
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M ehrdimensi onal e stochastische Grol3en (stochastische V ektoren) V Stochastische Vektoren
V Stochastische Vektoren

20. Mehrdimensionale stochastische GrdRen (stochastische Vektoren)
Der Versuchsausgang wird durch ein m-Tulpel von Zahlen (Vektor) beschrieben.

X
xX=| : OR™
Xm
Beispiel: Messung der Luftqualitét an einem bestimmten geographischen Ort. SO, — Gehalt
Staubgehalt
CO - Gehalt
Bemerkung:
x1
X=| : m-dimensionaler stochastischer Vektor, wobel alle X; 1-dim. stochastische Gréfen sind
X

m

20.1 Kontinuierliche 2-dimensionale Verteilungen prifung!

X
DieVerteilung X = [le wird durch eine 2-dimensionale Dichtefunktion f(.,.) bestimmt.
2

Fur diese Dichtefunktion muR gelten: f(x,y)

]3 O_ff(x1y)dXdy=1 f(x,y) >0 D(x,y) IR2

—00—00

/
J

Fir einen beliebigen Bereich BOR? gilt:
W(B):= IBIf(x,y)dxdy

X ~f(.) >W{x 0B} = |_[f(xy)dxdy
Spezidl fur den Fall [ag,b,]x[ap,b,] gilt: @>xy
b, (b,
W(B) = I{If(x,y)dx}dy x

B\
Beispid: 2-dimensionale Normalverteilung

N(U11U2101210221¢) mlt l"ll DR1 l"l]_ DR! 0-j|_2 >01 O-22 >0 -1<¢ <1

o 2o e 1) {55222 | o

Bemerkung: Die Parameter i, o, 012, 022, ¢ missen aus Beobachtungen einer solchen 2-dimensionalen
Grol3e geschatzt werden (siehe SchlieRende Statistik).

/
\

Bemerkung: Es gibt eine Verallgemeinerung fur m-dimensionale Groéf3en:
Xy My
X=| : X~N(wz) mitp=|:

X Hm
> =(0y}k1.m  positiv definite symmetrische quadratische Matrix
m
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V Stochastische Vektoren M ehrdimensi onal e stochastische Grofen (stochastische Vektoren)

Fir eine m-dimensionale Normalverteilung mit der Dichtefunktion f gilt:

f(Xge Xy ) =£§/ﬂexp{—izm:zm:ok' ffx, — ) X, —ul)} O(Xy, .. X)) OR"
(2T[) 2 2=
On Oy Oum
s=| 72 Oz Ol g, =0,
0' o' 0'

ml m2 mm

1= (0"') inverse Matrix zu &

m m

ZZGKI(Xk —Hi)(x 1) 20

k=1 I=1
Fir eine 2-dimensionale Normalverteilung gilt:

S = [ O-12 (I)O-lo-Zj

2

¢0,0, O,
51 1 [ o) _¢0102j
2_2 2 2
0,0, ‘1_4) ) -¢0,0, O,

Prifung: Dichte=?, Volumen=1

20.2 Diskrete 2-dimensionale Verteilung

X
X= (Yj ist ein 2-dimensionaler stochastischer Vektor, wobel X und Y jewells 1-dimensional e stochastische

GroRensind. Esgilt: My, 0 ZxZ 0OR?
Fur die Punktwahrscheinlichkeiten gilt: PeLY)

p(x.y) = W{@(j = @j} % szyhfi 1 p(xy)=0

Beispid: An einem Serienprodukt wird die Anzahl von Fehlern
zweier Arten erhoben.

) G Anzahl der Fehler einer Art (Blankstelen)

N T Anzahl der Fehler anderer Art (Lo6tfehler)

Aus der Haufigkeitsverteilung soll ein 2-dimensionales stocha-

stisches Modell konstruiert werden.

Beispiel: Multinomialvertellung My,e: .. on

Xy Xy X1 Nl
~M,e..0, W = = 0w '& 8,00,
N X y X, 1L
m m m
Wobsei gilt:

iej =1 0s<8,<1 Zn;xi =n
E =

Diese Vertelung tritt auf be folgenden Situationen: Versuch wird auf m mégliche Arten durchgefiihrt mit

entsprechenden Wahrscheinlichkeiten 0y,..., 8, Der Versuch wird n-mal durchgefiihrt (unabhangig).

Frage: Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl3 nach n Beobachtungen die 1. Mdglichkeit genau x;-mal,
die 2. Méglichkeit genau Xo-mal, ...... und die m-te Méglichkeit genau X-mal auftrat?
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Randverteilungen (Einze verteilungen)

V Stochastische V ektoren

21. Randverteilungen (Einzelverteilungen)

Von dem stochastischen Vektor X sind nur die ersten r Komponenten von Interesse (r<m).
Beispiel: Verkehr auslandischer Fahrzeugein Osterreich

X, Fahrstreckein O

X, BenzinverbrauchinO

X, Aufenthaltsdauer in O

X, Gewicht der Fahrzeuge

X:

Xy

Fir eéineandere Analyseist nur X~ =E j von I nteresse.

2
Gesucht ist die Vertelung von X” = Randverteilung.

21.1 Randverteilung diskreter Verteilungen

Fir den Sonderfall m=2 gilt:
X
= (Yj ~ (Ml,p(x,y))
Gesucht ist die Randverteilung von X:
py(x) = W{X = x}

p.(x) = > p(x.y)

ytMy

[><

Ox OM

Begrindung:
Das Ereignis { X=x} ist ene htchstens abzéhlbare Vereinigung von Elementarereignissen aus My.

=Y (-G

W({X =x})= y%:Y W{(@ = @} = > p(xy)

yiMy

Analog dazu berechnet man die Randverteilung von Y':

Po(y) =W{Y =y} = > p(x.y)

XMy

X, Alter des Hauses
Y oo Anzahl der Bewohner

Tabdle zur Darstdlung 2-dimensionaler stochastischer Vektoren:

X\Y 0 1 2 e n pi(x) | Zeilensumme
0 p(010) p(011) p(012) """ p(01n) pl(o)
1 p(1,0) p(1,1) p(1,2) - p(1,n) p(1) | Randverteilung
? p(210) p(211) p(212) """ p(21n) pl(z) von X
m | pmQ® pml pm2) - p(mn) | py(m)
pP2AY) P2(0) P2A(1) PA2) e P2(n) 1
Spalten- Randverteilung von Y
summe

30

Statistik fur Winfler



V Stochastische Vektoren Erwartungswert von Funktionen von stochastischen Grofen
21.2 Randverteilung kontinuierlicher Verteilungen
Beispid:

) G Korpergroide X
A 2 K 6rpergewicht v, f(x,y)

X
Sei (Yj ein 2-dimensionaler stochastischer Vektor (Verteilung).

Gefragt ist die Verteillung der Kérpergewicht, d.h. die Randverteillungvon Y.
Die Randvertellungen (Einzelverteilungen) von X bzw. Y sind wieder kontinuierliche Verteilungen, deren
Dichte f1(0 bzw. (0 folgendermal3en gegeben sind:

fi(x) = If(x, y)dy Dichte von X

fo(y) = If(x,y)dx Dichtevon Y

Beispid: Fur die 2-dimensionale Normalverteilung gilt:
Xy~ N(Ulvclz)
Xy~ N(Uzvczz)

Fir hoherdimensionale Normalverteilungen gilt ebenfalls, dal3 die Randverteilungen Normalverteilungen
sind.

[;(j ~ N(U11U2101210221¢) =

X, " -_
x=| | -Muz) = %, Nuo) mtecs) | z=(o,)
Xm W

22. Erwartungswert von Funktionen von stochastischen GréRen

Beispid: Lebensdauer eines Systems ET=?;, T=(X4,...,Xy)
Sind X4,...,X,, 1-dimensionale stochastische GroRen und sei :R" - R eine Funktion von n Variablen, so er-
halt man eine stochastische Grofze T=y(X,...,.Xn).

Beispid: Seinen X4,...,X,, 1-dimensional e stochastische GroRRen, die identisch vertellt sind (Stichprobe).
In diesem Fall gilt:

n
a X, =%EE X, Stichprobenmittel
i=1

+..+
W(XpooXy) = % arithmetisches Mitte

1 ¢ T \2 : :
b) S = n—1§1(xi Xn) Stichprobenvarianz

De Erwartungswert der stochastischen Grofze W(Xy,...,X,) kann folgendermalRen berechnet werden (Satz
vom unbewufdten Statistiker):

X
a) Fur diediskrete stochastische GroRe X = [ 31] ~ p(xq,-rXp) gilt:
xn
ELp(xl,...,xn)= ZLp(xl,...,xn)Ep(xl,...,xn)
(Xg X ) OM
X1
b) Fir diekontinuierliche GroRe X =| ¢ | ~f(xy,...,x,) gilt:
xn

EY(Xy,.... X)) = II W(Xy, o X ) O (Xg s X, ) AKX

R"
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Kovarianz, Korrdation und Unabhéngigkeit stochastischer Grofzen V Stochastische Vektoren

Bestimmung des Erwartungswertes der Summe von zwei stochastischen Gréflzen: Z=X+Y=y(X,Y)
Fir den kontinuierlichen Fall gilt:

[

EZ=E(X+Y)= I I(x+y)[f(x+y)dxdy=jfjfx[f (x +y)dxdy = ]2 y O (x +y)dxdy =

8'—-8

—00—00 -

[«

= TXEETf(X,y)dy dx+]2yEE]2f(x,y)dedy= TxDl(x)dx+IyD2(y)dy= EX + EY

-0 -0 —00

Beispid:
X, Anzahl der verkauften Autosim 1. Monat
Y oo Anzahl der verkauften Autosim 2. Monat

Gefragt ist die zu erwartende Anzahl von verkauften Autos in den 2 Monaten.
E(X+Y)=EX+EY
Bemerkung: Zur Berechnung des Erwartungswertes einer Summe von stochastischen Gréf3en braucht man
die Verteilung der Summe bzw. Summanden nicht (nur die Erwartungswerte).

Allgemein: Se Xj,...,X,, eine stochastische Grofle mit existierendem Erwartungswert (CX;) und aOR fir
i=1,...,n, dann gilt:

E[Zaimj =Y a [EX;
i=1 i=1
Die Bildung des Erwartungswertes ist en lineares Funktional (linearer Operator).

Beispidl: Einfache Berechnung des Erwartungswertes der Binomialverteilung B, .
X~B,, @ X=X +.+#X, mit X; ~A,

EX = izlxij ZEX =np

i=1 p

23. Kovarianz, Korrelation und Unabhangigkeit stochastischer GroRen

23.1 Kovarianz

Sind X und Y zwei 1-dimensional e stochastische Grofien, d.h. @j ist en 2-dimensionaler Vektor, so ist die

Kovarianz von X und Y definiert als:
Cov(X,Y)=E[(X-EX)(Y-EY)]:=0,, fallsdie Erwartungswerte existieren

Bemerkung:

1) Cov(X,Y)=EW(X,Y) im Satz vom unbewuf3ten Statistiker

2) Die Berechnung der Kovarianz erfolgt fur diskrete bzw. Kontinuierliche Verteilungen folgendermal3en:
» Diskrete Grofen

Cov(X,Y)= Y (x-EX)dy-EY)D(x.y)
)

» Kontinuierliche GroRen

Cov(X,Y) = jf jf(x - EX) {y - EY) 0(x, y)dxdy
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V Stochastische Vektoren Kovarianz, Korrdation und Unabhangigkeit stochastischer Grof3en

Bemerkung:
1) DieKovarianz zweier stochastischer Gréf3en ist ein Mal? fir deren gegenseitige lineare Kaopplung

2) Fir mehrere stochastische GroRRen Xj,..., X, kann im Falle der Existenz, die Kovarianz fir je zwel stocha-
stische Groéfzen X, und X, berechnet werden. Diese ergibt o=Cov(Xy, X)) fur k=1(1)m und |=1(1)m mit
kzl, wobei gilt: 0,=0y. Definiert man oy,=0,*> =VarX,, so erhélt man eine symmetrische, positiv definite
guadratische Matrix, genannt Varianz-K ovarianz-Matrix,

1=1..,m
VCoU(Xy,.. X ) =2 = (0u), "

Xl
der stochastische Grofzen X, ...,Xm, bzw. des stochastischen Vektors X = [ : J .
X

m

Beispiel:
X
1 (YJ ~ (ks H.07,0%,0)
Cov(X,Y)=¢ v, [,
o7 ¢0102j

VCov(X,Y) =(¢0 L
1¥2 2

2) 5~N(E,z) = VCov(X)=%

Satz 23.1 Berechnungen der Varianz von Summen von stochastischen GroRen
a) Sind X und Y stochastische GroRen mit existierender Varianz, so gilt:
Var(X+Y)=VarX+VarY+2[Cov(X,Y)

b) Sind X4,...,X,, stochastische Gréf3en mit existierender Varianz, so gilt:

Var[Zn: xi] =Y vax, +Y Y Cov(X;.X;)
i=1 i=1 i=1 j=1
i#]

¢) Sind X4,...,X, stochastische GrofRen mit existierender Varianz und ¢OR O i=1(1)n, so gilt:
n n n n
Var[Z xi] =Y c2varx; + Y Y ¢ [, ov(X; X} =
i=1 i=1 i=1 j=1
izj
n n n
=Y cZvarX; + 200 Y ¢ X [Cov(xi,xj) ohne Beweis
i=1 I=1i<Jj=l
23.2 Korrelationskoeffizient

Ein normiertes MaR fur die Stérke eines eventuellen ndherungsweisen linearen Zusammenhanges zwischen
zwe stochastischen GrofRen X und Y, falls deren Varianzen existieren, ist der Korré ationskoeffizient.

- Cov(X,Y) _ o, _ o,

W NaXgVay o, ®, o,

Bemerkung:

1) 1<y <+1

2) Fur |dxyl=1 gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dafd ein linearer Zusammenhang zwischen X und Y besteht:
W{Y=kX+d}=1

¥ ¥

s

Oyy = -1 S negativ korrdlient g, =+1 = positiv korreliert
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Kovarianz, Korrdation und Unabhéngigkeit stochastischer Grofzen V Stochastische Vektoren

3) X - aX+b, Y - clY +d = Gaxsvey+=Px.v \
4) Fur eine 2-dimensionale Gleichvertelung auf
(Xi,y:): siehe Zeichnung

# * yy=0,9
Beispid:

()Yj B N(ul’uz’of’(jg’q)) = Oxy=0

Definition: Zwei stochastische Gréfien X und Y heif3en unkorreliert falls ¢, ,=0

Satz 23.2 Fir die Varianz einer Summe von paarweise unkorrelierten stochastischen Gréf3en Xy,...,X, gilt:
n n
Var[z xij =Y vaX; Beweis: Sehe Satz 23.1.b
i=1 i=1
23.3 Unabhéangigkeit stochastischer Gré3en

Zwe stochastische GrofRen X und Y heifen (stochastisch) unabhéngig, i.Z. XY, wenn ihre gemeinsame
Vertellungsfunktion das Produkt der Verteilungsfunktionen der Einzelverteilungen ist, d.h. wenn gilt:

Fy) = W{X<xY<y} =W{X<sxpW{Y <y} =K (x)/(y) DO(xy)OR?
Es gilt XOY genau dann, wenn:
a) im diskreten Fall p(x,y)=px()Bv(y) O(x,y) OM G

Y

b) im kontinuierlichen Fall f(x,y)=fx(x) @ (y) O(x,y) OR?

Bemerkung: Die stochastischen GroRen Xj,...,X,, sind unabhéngig, wenn gilt:
a) im diskreten Fall p(xy,...,X,) = |‘l pi(x;), wobei pi(0) die Randwahrscheinlichkeiten zu X; sind.

b) im kontinuierlichen Fall g(x;,...,x,) = |‘| f,(x;), wobei fi(( die Dichte der Randverteilung von X; ist.
i=1
Esgilt: Sind zwe stochastische Gréfzen X und Y unabhéngig, so sind fir beliebige (mef3bare) Funktionen
¢:R-R und Y:R- R auch die stochastischen Gréfen ¢(X) und Y(X) unabhangig, i.Z. XY =

¢(X)O(Y).
Satz233 XOY = E[o(X)m(Y)| = Eo(X)EW(Y)]  ohneBeweis

Satz 234 XOY = ,=0
Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) _ E(X-EX){Y -EY)|

= = = Satz 23.3
(I)X,y JVaX 1/VarY Oy |])-y Oy |])-y e ‘
_ E[X - EX](H]Y - EY] o

o, Lo,
Folgerung: Die Varianz einer Summe von paarweise unabhangigen stochastischen Gréf3en ist gleich der
Summe der Varianzen der einzel nen stochastischen Grofen.

n n
Xq,..., X, paarweise unabhangig — Var(z xij =) vaX; wegen Satz 23.1 und 23.4

i=1 i=1
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V Stochastische Vektoren Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartung

Bemerkung:

X
Wenn (Y) ~ N(ul,uz,of,0§,¢) , dann gilt: XOY < $=0 (nur dann!)
Beispiel: 2-dimensionale Dichte

l .. 2 2
Dichtefunktion: f(x,y):{ﬂ furx®+y“ <1

sonst O
Randdichten:
w V1-x2 Jiod
fx(x)=jf(x,y)dy= J‘idy=z 1|X -2p/-x? fiir x| <1

fy(y)= andlogzux = 2 1-y* furly|<1
T
f(x,y)2fx(x)Ey(y) = X und Y sind nicht unabhéngig, wohl aber sind sie unkorreliert.

24. Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartung

) QU Preis eines Produktes

N T Absatzmenge des Produktes

(X,Y) .....diskrete Grofi3e

In Abhangigkeit von x ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y von Interesse, sog. bedingte Wahr-
scheinlichkeit, i.Z. Y |X=x.

24.1 Bedingte diskrete Verteilungen
Man berechnet die bedingte Wahrscheinlichkeit wie folgt:
WX =x,Y =y} _ p(x.y)

_ =WY =y|X =xt = far p,(x)>0
pY|X—x(y) { yl } W{X — X} pl(x) pl( )
Randw. von X
Man schreibt: p(y[x) fur die durch X=x bedingte Punktwahrscheinlichkeit von Y.
Analog gilt:
p(x.y)
Py =y (X) =——7~—=pXly
ara0) = =0l
Randw. von Y
24.2 Bedingte kontinuierliche Verteilungen
. . X spez. Gewicht
Beispid: Materialprobe X =
P - (Y Bruchfestigkeitj
In Abhangigkeit des spez. Gewichtes erhélt man eine Y [Pruckt]
Vertellung der Druckfestigkeit.
f(x,y)......gemeinsame Dichte von X =®<j
W X=xg} =0 g
Xy AX=2h .

[spez. Gewicht]

Statistik fur Winfler 35



Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartung V Stochastische Vektoren
Fir ax=2h gilt:

x+h

W({Y OB} n {x-h<X <x+h}) !XI:(X’V)dXdV
W{Y OB|x-h<X <x+h} = Whx-h<X <xr] . P! _
J' If(x,y)dydx

h —oo

X

] .E[Zh[ﬂ(x,y)dy (k)
f

2h fo(x,y)dy B

—00

Randdichte

Definition: Fur die durch X=x bedingte Dichtevon Y gilt:
f(x, :
f(ylx):= flxy) Ox:f,(x)>0 Randdichtevon X

f,(x)

Analog dazu gilt fur die durch Y=y bedingte Dichte von X:
f(xly):= M Oy:f,(y)>0 RanddichtevonY
f,(x)

Beispid: (X,Y) sei normalverteilt N(ul,uz,of,og,q))
Esqilt:

Y|IX=x ~ N[uz +0 Bg—iEﬂx—ul),(l—V) Efij

XY=y ~ N[ul +o E—g—iEﬂy— 1), (1-67) Eﬁj

24.3 Bedingte Erwartung

Fir en festes X berechnet man, im Falle der Existenz, den ElYX=x
Erwartungswert der bedingten Dichte f(y|x), i.Z. E[Y[X=x].
Die Vebindung dieser bedingten Erwartungswerte heil3t

bedingte Erwartung oder Regressiondinie. Es gilt: = ¥
E[YIX =x] = [y(yIx)dy R S Ty

Xy
Beispidl: Fiir eine 2-dimensionale Normalverteilung N(ul,uz,of,o§,¢) gilt:
YIX =x ~ N[u2+¢ P2 (- ), (1-¢7) mséj
0

=E[Y|X =x] =W(x) =y, +¢ Bz—i [{x - ;) = Regressionsgerade

Analog dazu berechnet man E[X|Y=y].
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V Stochastische V ektoren Funktionen von stochastischen Vektoren
24.4 Erwartungswertberechnung mit Hilfe der bedingten Erwartungen

Sind X und Y stochastische GroRen, deren entsprechende Erwartungswerte existieren, so kdnnen die Erwar-
tungswerte auch mit Hilfe der bedingten Erwartungen berechnet werden.
a) imdiskreten Fall: EY = > E[Y|X =x] W{X = x}

XOM

b) im kontinuierlichen Fall: EY = [ E[Y|X = x|, (x)dx

25. Funktionen von stochastischen Vektoren

In Abschnitt 22 wurden Erwartungswerte fiir Funktionen von stochastischen Vektoren berechnet. Nun will
man die Verteilung solcher Funktionen ermitteln.

Xy

: J und Z = (X,,....X,) .

Gegeben: Vertellung des stochastischen Vektors X = {
X

n

Gesucht: Verteilung von Z.
Bemerkung: Fir n=1 wurde das Problem in Abschnitt 19 behanddlt.
25.1 Maximum und Minimum stochastischer Vektoren

Beispid: Ein Computer besteht aus n Bauteilen, die alle funktionieren miissen, damit der Computer ein-
wandfrei arbeitet. Kann man die Verteillung der Lebensdauer des Computers aus den Vertellungen
der Lebensdauern der Bauteile berechnen?

Bel Unabhangigkeit der Lebensdauern der Bauteile geht dies relativ einfach:

Satz 25.1 Sind die 1-dimensionalen stochastischen Gréfien Xy,...,.X, unabhéngig verteilt mit den zugehori-
gen Verteilungsfunktionen F(0)], i=1(1)n, so gilt:

a) W{max(X,,....X,)<x} = ﬁ F(x) OxOR

b) W{min(X,,....X,)<x} =1~ ﬁ[l— F(q] OxOR
Beweis: )

a) Fir einfestes x formt man das Ereignis {max(Xl,...,Xn)sx} um in{max(xl,..,xn) < x} =ﬁ

= W{max(X,....X,) <%} =W{(D]{xi sx}}=|£|W{Xi <x} =[F(x)

i=1

b) Hier behilft man sich folgendermal3en:
wW{min(X,,....X,) <x} =1-W{min(X,..., X, >x} =

=1—W[ﬁ{xi>x}]=1—|£|W{Xi>x}=1—|i| 1-W{X;=x} | OxOR
i=1 =1 T

25.2 Faltung diskreter Verteilungen

Gegeben:Anzahl der Kunden in éinem Geschéft........................ X, X (D1
Anzahl der Kunden in énem anderen Geschéft........... Y, Yp (D)
Anzahl der Kunden gesamt.........cccccceeeeeeevceecciee e, X+Y

Gesucht: Vertelung von X+Y

Satz 25.2 Ist X diskret vertelt mit der Punktwahrscheinlichkeit p(0] und Y ist diskret verteilt mit der
Punktwahrscheinlichkeit py(0'und XY, soist X+Y diskret verteilt mit folgender Punktwahrscheinlichkeit:

Pxev(@=W{X+Y =2} = %px(x) px(a-x) DabMy,y
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Funktionen von stochastischen Vektoren V Stochastische V ektoren

Bewels:
{X+v=g= U{Xx=xn{y=y
(x.y)x+y=a
=W{X+Y =4 =W{ U{X=x} n{Y =y}}= > WX =x} WY =a-x}
(x,y):x+y=a XOM o () o (ox)
Anwendung: Additionstheorem fir Poisson-Verteilungen
XIP,, YIPg, XOY = X+Y [Py
Bewels:
00 e+ a-x BE_ a 1 < acx e
pxw(a):pr(X)W)Y(a—X) zu X1 Efi( ) ZE( jm [e" (¥ e =
x=0 x=0 . =0
-(1+E)  a ( ~(u+g)
—_ € a X a—X l“l E)
- al DX;(XJ wRT = al

Poisson-V. mit Par. p+
binom. Lehrsatz (u+&)* u+

25.3 Faltung kontinuierlicher Verteilungen

Sind zwei 1-dimensionale, kontinuierlich verteilte stochastische Gréfzen X und Y gegeben, so ist deren
Summe X+Y wieder kontinuierlich verteilt. Die Dichtefunktion der Summe X+Y erhédt man mittels folgen-
dem Satz:

Satz 25.3 Ist X kontinuierlich verteilt mit der Dichtefunktion f(Qlund Y ebenfalls kontinuierlich verteilt mit
der Dichtefunktion g(d und X0OY, dann ist X+Y kontinuierlich verteilt mit der Dichtefunktion h(), wobei

gilt:

h(z) = Tf(z — 1) y(t)dt Faltprodukt der Dichten f(0J) und g(0)

Beigpiel: Seien X und Y uniform verteilt und unabhéngig; X[WJg 1, Y o1, XOY
Mx+Y:[O,2]

= [f(z-t)m(t)dt= |10y (2~ ) Tpoy (t)ct :

Fir welche Wertet ist der Integrand bei gegebenem x positiv?

Wenn 0<z-t<1 und 0<t<1 bzw. z-1<t<z und O<t<1. he)
min(z,1)
h(z)=  [1m | x
max(0,z-1) L 2

Fir unabhangige stochastische Grof3en gibt es e nige sogenannte Additionstheoreme:

Satz 25.4 Fir XIN(Uy,0:%) und YIN(pp,05%) und XOY gilt:
a) X+YIN(Ur+Hz,0.°+077)

b) X-YN(Us-Hz,01°+07°)

Beweis: Faltung

Definition: Eine stochastische GréRe X hat eine Chiquadrat-Verteilung mit n Freheitsgraden, i.Z. X2,

wenn sie kontinuierlich verteilt ist mit folgender Dichtefunktion:
n X fix|n)

7_1 —_
2 2
f(x :%
r(s)ce:
Dabe ist die " -Funktion definiert durch:

Ny

D(Oym)(x) nON A

Ny

Ny

2):= oftz—t [e'dt firz>0
0

Diese Funktion ist tabdliert. x
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V Stochastische V ektoren Funktionen von stochastischen Vektoren
Aulerdem gilt fur sie folgende Rekursionsformel:

M(z)=(z-9)m(z-1)
r@=1 ud r(3)=vn=r(g =(2-1fs-20..80/m

r(n)=(n-1! farnON

Satz 25.5 Additionstheorem fiir x*-Verteilungen: Aus XOx2m, Y OxZ, und XOY folgt X+Y Ok Zmen
Beweis: Faltung
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Gesetz der grof3en Zahlen VI Folgen von stochastischen Groéfen
VI Folgen von stochastischen Gr63en

26. Gesetz der groRen Zahlen

Das empirische Gesetz der grof3en Zahlen zeigt eén konvergenzartiges Verhalten der reativen Haufigkeiten.
Diese empirische Konvergenz kann mittels stochastischer Modellbildung genauer beschrieben werden. Zum
Beweis benttigt man eine Abschétzung fir die Abweichung ener stochastischen Groéf3e von ihrem Erwar-
tungswert. Dasist die sog. Tschebyscheff”sche Ungleichung.

Ist X eine eindimensionale stochastische GroRe mit existierender Varianz Var X=02<co (=[EX=|) S0
folgt:

wix-pjze} < YEX meso0
Beweis fur kontinuierliche stochastische GroRen:
X=f(0
> gx-w g 1 1
:_Z:S—Z:S—ZI(x—p)z[ﬂ(X)dxzs—z{ | I(x}—u)z[ﬂ(x)dx+8—2{ | I(x}—u)z[ﬂ(x)dxz
—o0 X X—H|=€ X X—H| <€

2
>1 [r-w’deodkz  [1000dx=W{X-/2¢}  dagit |x-pz¢ [ﬁﬂj >1
g2 3
{x|x-p[=e} {x|x-p[=¢}
Gesetz der groRen Zahlen
Ist X3, X,,... €éin Folge von unabhéngigen stochastischen GroRen mit identischen Verteilungen und CEX;=y,
[Var X;=02 dann folgt daraus:

- +X,+... w
X, =22t %t %e | gy =y

und weiters
LiﬁrgW{‘Yn —u[z s} =0 Oe>0

Bemerkung:  Diese Konvergenz heildt stochastische Konvergenz oder Konvergenz in der Wahrschein-
lichkeit.

Bewes:

i=1

n - 1 1 1 , 07
ESn=ZEXi=nHu = VaX,=Va| =S, |=—VaS, =Mo" =—
i=1 n n n n
- 1 1 1
EX, = E(HSnj =HESn =HD7|HL1 =u
Anwendung der Tschebyscheff’ schen Ungleichung
0.2
- VaX, n _ o2
WIX -l =gt < n=N -— 0gOJ-0
{‘ u‘ } 82 82 8Zn n-o
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V| Folgen von stochastischen Groéfzen Zentraler Grenzvertellungssatz
Beispid: Sei BOE enfestes Ereignis. Bel wiederholter Durchfiihrung des Experimentes mit (M,E,W) gilt:

h, (B) —H—(B) W(B)

Zum Beweis spezialisieren wir im Gesetz der grof3en Zahlen.
_ | L1..fur k - te Beobachtung in B
Xi=le = {0...fur k - te Beobachtung nicht in B
Es gilt: W{X=1} =W(B)=EX da XyJAwg)
Aus dem Gesetz der grof3en Zahlen folgt'

Iyx, S ex, =18 T g

NE new N

Beispid: MiUnzwerfen W(B)=%2
Bemerkung: Die relativen Haufigkeiten eines Ereignisses konvergieren stochastisch gegen seine Wahr-
scheinlichkeit.

27. Zentraler Grenzverteilungssatz

Dieser zeigt die allgemeine Bedeutung der Normal verteilung.

Satz 27.1 st X4, X,,... €ine Folge von unabhangigen stochastischen Gréflien mit existierenden Varianzen
Var X, OKON und gentigen die Vertellungsfunktionen F (0l der X einer bestimmten Bedingung (Linde-
berg-Bedingung), so gilt:

Die Folge der Verteilungsfunktionen G,(0)] der standardisierten Summen konvergiert fir n— co punktweise
(fur jedes feste x[IR) gegen den Wert CD(x) der Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

ZX —E(ZX)
z,=5 1 = Vg o m - o)
Var(éxkj

Bemerkung:
a) Diese Konvergenz heildt Vertellungskonver genz oder auch ,, schwache Konvergenz“.

b) OxCR gilt im Fall des Satzes G, (x) O [T - ®(x)

¢) DieLindeberg-Bedingung ist erfiillt wenn:
) aleXidentisch verteilt sind oder

) dle|X,|]<COkON und Var(ZXkJ 0 [T — oo
k=1
d) DieLindeberg-Bedingung lautet:
SZZ [(x-w) dR(x)0 I -0 Ce>0

L{x;ix-py[2es,}

mit u, =EX, ¢ :Var(Zij
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Erneuerungsprozesse VI Folgen von stochastischen Groéfen

€) Die Verteillung von stochastischen Gréf3en die als Summe eine groRere Anzahl unabhangiger stochasti-
scher GroRen dargeste It werden kénnen ist ndherungsweise eine Normalverteilung, da eine lineare Trans-
formation ener normalvertelten stochastischen Grofie wieder normalverteilt ist gilt dies auch approxi-
mativ.

n
S=> X, mit ES=p und VarS=0?
k=1
und daher gilt approximativ

S_u . .
z="H_\ S=0Z+pu~N, ,
o (0.) ocTH (ho?)

f) Fur viede Anwendungen ist die Approximation fir n=30 brauchbar.

Beispiel: Normal-Approximation der By, (fir n(p{(1-p)=9)

a-i-n -n a+;-n
=W, 2 ntp < y-nth 2 NP | Standardisierung von Y

Jndfi-p) nbfi-p) nipi-p)
~N

(o)

e
np(1-p) np(L-p)

Die Parameter miissen geschéatzt werden.

28. Erneuerungsprozesse

Betrachtet man die Lebensdauer von Produkten (z.B. Glihlampen) und hat man bel Ausfall gleichartige Er-
satzeinheiten, die man unmittelbar , einschaltet”, so kann dies durch folgendes stochastische Modell be-
schrieben werden:

Kivoe Lebensdauer der i-ten Einheit

W{X;=0}<1 Das Produkt ist zumindest begrenzt elnsatzfahig

Definition: Ist X;, X,,... eine (unendliche) Folge von unabhéngigen stochastischen Gréfl3en, die ale dieselbe
Vertelungsfunktion F(0J haben und definiert man

Sii= D X,
k=1
so heifdt die Folge (Sy; nON) der zu (X;; iOON) gehérende Er neuer ungspr ozef3.

Frage: Wie gro3ist die Anzahl N; der Erneuerungen in dem gegebenen Intervall [0,t], falls unbegrenzt Er-
satzeinheiten vorhanden sind?

Definition: Ist (S,, nCON) der zur Folge (X,, nON) gehdrende Erneuerungsprozef, so heifdt die Familie (N,
t=0) der zum Erneuerungsprozel3 gehtrende Zahlprozel3.
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V| Folgen von stochastischen Groéfzen Stichproben und schliel?ende Statistik

Bemerkung: Die Vertellungsfunktion von S, erhdlt man als Faltprodukt F.(Ot Fo(DEF*....*F(D0 (vgl. Ab-
schnitt 25.3). Fir die Dichtefunktion gilt folgendes:

fo(0)=f*....xf (00
fo(x) = [f(x-t)d(t)t

Satz 28.1 Mit den Bezeichnungen dieses Abschnittes gilt fur die diskreten stochastischen Gréfden N
a) W{ Nt:n}:Fn(t)'Fn+]_(t) 0t=0

b) Mit Fo(DFl0..(0) und Fo(DEF(D) gilt:

W{N=n}=1-Fn.(t)

Bewels:
a) Ereignis{N=n}={S<t}\{ S,..<t}
Ne=n} =W{ S<t}-W{ S,.<t}
s gilt nur, da{S.<t} enthaltenist in {S,<t}!

ch obiger Bemerkung gilt:
W{Si<t}= Fq(t)
W{N=n} = F(t)- Frea(t)

b) W{N, <n} = iW{Nt =K =F(1)-F,.(t)

Bemerkung: Falls X;ExT, nennt man den zugehérigen Zahlprozef3 Poisson-Zahlproze3, da folgender Satz
gilt:

Satz 28.2 st (N,t=0) der zum Erneuerungsprozef3 (Sn = ZX nO Nj gehorende Zahlprozef3, so gilt:

k=1

[Nt ~Py tho} = [X ~Ex, OkON]

Beweis mittels Faltung.

29. Stichproben und schlieRende Statistik

Ist X eine stochastische GrdR3e, so nennt man eine endliche oder unendliche Folge X1, Xo,....., X, bzw. X4,

Xa,..... VON unabhangigen, ebenso wie X verteilten, stochastischen Gréfzen, eine (theoretische) Stichprobe

von X. Konkrete Beobachtungen Xj,.....,X, dieser stochastischen Gréfzen nennt man eine konkr ete Stichpro-

be.

Bemerkung: Eine unendliche Folge von stochastischen Gréfzen heifdt unabhéngig, wenn je endlich viele da-
von unabhéangig sind.

In der schlieffenden Statistik werden Methoden ermittelt, mit deren Hilfe man die Verteilung von X aufgrund
einer Stichprabe (Beobachtung) schatzen bzw. testen kann, ob gewisse Hypothesen (iber die Verteillung von
X haltbar sind. Man kann auch sagen, dal3 in der schlie3enden Statistik stochastische Modelle an Daten an-
gepal’dt werden.

Wenn die Verteilung von X zu ener parametrischen Familie Wy; 6000 gehort, heil3t © Paramterraum. Die
statistische Analyse betrifft dann Aussagen Uber den unbekannten Parameter 6.
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Stichproben und schliel3ende Statistik VI Folgen von stochastischen Groéfen
Beispidl:

Poisson-Verteillung Py ©=(0,0)=N
Expontential-Verteilung Ex, 0=(0,0)=R"
Normal-Verteilung N(u,0°) 2-dimensional

o?

7

Binomialverteilung B, o 2-dimensional
3]

0 n
Ist My der Merkmalraum von X und ist Xy, .....,X, €ine Stichprobe von X so nimmt X=( X4,.....,X;)) Werteim
kartesischen Produkt M,M,L1...MM,=M," (sog. Stichprobenraum zu X) an. Im Sonderfall kontinuierlicher
stochastischer Grofzen XF([JB) ist die gemeinsame Dichtefunktion der Stichprobe ( Xj,.....,X;) folgenderma-
[3en gegeben:

g(xl,...,xn|6) =T] f(x16) O(xq,....x,) OM
i=1
Im Fall diskreter stochastischer Grof3en X [p([B) gilt fur die Punktwahrscheinlichkeiten:
p(Xy.-- X0 18) = [T P(xi18) Oy, %, ) OMY
1=1

Verfahren der schlieRenden Statistik

» Punktschétzungen fur Parameter

» Bereichsschéatzungen fir Parameter

* nicht parametrischen Schatzungen

o dStatistische Tests

Diese Verfahren sind alle Sonderfélle sog. statistischer Entscheidungen d (engl. decision). Diese Entsche-
dungen erhdt man mittels sog. Entscheidungsregeln 3:Mx" - D. Dabei ist D die Menge der mdglichen Ent-
scheidungen.

FUr Beobachtungen Xi,....,X, liefert eine sogenannte Schatzfunktion (Entscheidungsregel) 9:My"— © den

Schéatzwert é(Entschei dung).

Bemerkung: Die Beziehung zu Folgen stochastischer GroRen ergibt sich, wenn man keine feste Anzahl von
Beobachtungen einer stochastischen Grof3e vorgibt, sondern den Stichprobenumfang n anwach-
sen |&¥, d.h. n- .
Frage: Konvergieren fiir den Stichprobenumfang n— o Schatzungen gegen die zugrunde liegenden Groéfien?
(siehe Abschnitt 30.3).
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V11 Klassische schliel3ende Statistik Klassische Punktschatzungen fir Parameter

VIl Klassische schlielRende Statistik

In der klassischen schlief3enden Statistik geht man davon aus, dal3 den beobachteten stochastischen Gréfzen X
eine ,wahre’ Wahrscheinlichkeitsverteilung zu Grunde liegt, die man nicht kennt. Diese unbekannte Vertei-
lung will man aufgrund von Beobachtungen von X ,,schatzen* bzw. will man entscheiden, ob gewisse Aus-
sagen Uber die Verteilung von X haltbar sind. Wenn die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung durch enen
endlich-dimensionalen Parameter charakterisiert ist, spricht man von parametrischer Statistik, ansonsten
von nichtparametrischer Statistik.

30. Klassische Punktschétzungen fir Parameter

Zugrunde liegt das stochastische Modell X (JB) bzw. p([B);000© waobei 6, der wahre Parameter ist. Zu be-
achtenist, dal3 §(X4,....,X,)) ebenfalls eine stochastische Grof3eist.

Beispid:
XEX,
x
Dichte:f(x|r)=1Ee T D(Om)(x) und Xu,.....,.X, ist eine Stichprobe von X
I ,
n
Schétzfunktion: 9(X,..... ,Xn)=7n=1 X;.....Stichprobenmittel
n iz
L . o A X X
Fur eine konkrete Stichprobe Xy,......x, gilt indiesem Fall: 6 =X, =~ n
n

Manchmal ist nur ein Teilparameter oder eine Funktion 1(6) des Parameters von Interesse. In diesem Fall
spricht man von Raffung des Parameters. Die Raffung wird mathematisch durch eine Funktion 1:0 -~ @
beschrieben, wobel © die Menge aller méglichen gerafften Parameter, sog. geraffter Parameterraum, be-
zeichnet, d.h.

o ={t(6):6 06}
Man muf3 dabei beachten, dal3 1(0) kann auch eine identische Abbildung sein kann (1(8)=6).
Beispidl:
XIN(u,0°) 8=(1,0°) = 1(6)=p oder 1(B)=0°
Um brauchbare Schatzfunktionen fir (geraffte) Parameter zu erstellen, verwendet man verschiedene Glited -
genschaften von Schatzfunktionen.

30.1 Unverzerrtheit

Definition: Die Schétzfunktion t(Xj,.....,X;) flr enen
gerafften Parameter t1(6) heildt unverzerrt
(erwartungstreu), falls gilt:

Et(X4,......Xn)=1(0) 60O

unverzerrt

| 7(0)

(8)

Satz 30.1 st X4,....,X,, €ne Stichprobe von X mit existierender Varianz, dann ist
— 1 n
X, =t1(X1,----,Xn)i=HUZXi
i=1

eine unverzerrte Schéatzfunktion fur den Erwartungswert EX, sog. Stichprobenmittel. Eine unverzerrte
Schétzfunktion fur die Varianz von X ist die Stichprobenvarianz.
n
sﬁ:zni_1 (X =X,)" =t,(Xy. X)) da ESE =....= VarX
i=1

[} [}
Bemerkung: Fur konkrete Beobachtungen Xj,....,X, erhélt man Schatzwerte EX bzw. VarX
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Klassische Punktschatzungen flr Parameter V11 Klassische schliel3ende Statistik

30.2 Effizienz
Fir unverzerrte Schatzfunktionen wéare eéine maglichst kleine Varianz wiinschenswert.
Definition: Betrachtet man eine Familie T von unverzerrten Schatzfunktionen t(Xy,....,X,) fir eénen gerafften
Parameter (1-dimensional) T(6)0R, so heilt ene Schétzfunktion T =t (X4,....,.X,) effizient fir
1(0), wenn T~ die kleinstmégliche Varianz hat, d.h. wenn gilt:
Vargt' (Xy,....X,,) = rtnDiTnVaret(Xl,....,Xn) 0e0e

Satz 30.2 Ist X eine stochastische GroRe mit endlicher Varianz o2 und Xj,....,.X,, éine Stichprobe von X so
ist Yn die effiziente, lineare Schatzfunktion von EX.

Bewels:
Die Menge der linearen Schétzfunktionenist:

T ={t(x1,....,xn) =Zn:o“xi mit a DR}
i-1

Fir die Unverzerrtheit mui3 gelten:

Es mui3 gelten Zn:(xi =lda
i=1
| n n n n
E{Zaimi}zzq%[}(i]:z%%: ud a,
i=1 i=1 i=1 =EX=|J i=1
= daunverzerrt

Die betrachtete Menge T von Schétzfunktionen ist daher:

n n
T ={Zai X a =1}
i=1 i=1
Fir die Varianz einer Schétzfunktion t(Xj,....,Xy) ausT gilt:

n nur bei Unabhéngigkeit! _n n n
Var| Y o X, = S Va(a, X;)=>a?VaX; =c’ > a? vgl. Satz18.1und 23.4
i=1 i=1 i=1

i=1
n n

Esgilt, da® T=1(X,....X,) = o (X, effizient ist, wenn > o minimal ist. Um zu sehen, fiir welche
i=1 i=1

Wertedy,....,a, dies gilt, geht man wiefolgt vor:

iaiz :i(ai —1"‘1)2 =Zn:(0(i —%}2+Zn:2[60(i —lj E]:';+Zn:i2:

n n i=1

Dieser Ausdruck wird minimal fur a;=1/n di=1(1)n, d.h. Yn ist die effiziente lineare Schatzfunktion fur EX.

Bemerkung: Die Varianz von Schéatzfunktionen kann fur ein festes n nicht beliebig klein gemacht werden.
Unter bestimmten Regularitétsvoraussetzungen gilt die sog. ,,Ungleichung von Fréchét-Rao-
Cramér*.
X ~ f([l:B); 0 UR; '[(G) = regle Raffung; D['(G) = %t(e) Falls T unverzerrt bezugllch 0 iﬂ,
T=1(Xy,...., X,,) sd die Schétzfunktion fur t(t) dann gilt:

(T'(G))2 VargT=

n[E’{%Inf(XH%)}Z]

1
ncE(f(x6))’

Var,T 2
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V11 Klassische schliel3ende Statistik Klassische Punktschatzungen fir Parameter

30.3 Konsistenz

Konsistenz ist eine Eigenschaft von Folgen T,=t,(X4,....,X,)) von Schétzfunktionen, wobei eine unbeschrankte
Stichprobe X 1,Xa,.... von X vorliegen mui3,

w
Definition: Die Schétzfolge Tr; nNON fiir T(8)0R heif}t konsistent, falls T, — 1(6) 0600, d.h.:

n- oo

. 600 _
limWe{1(6)-e<T, <t(8+¢)} =1 D{S oo 09 stochastische Konvergenz
N oo

Satz 30.3 Ist X eine stochastische Grofze mit XIW,g und 1(6)0R, ferner X4, Xo,.... €éine unbegrenzte Stich-
probe und T =ty(Xy,....,.Xn) €ne Schatzfolge mit limE,T, =14, und limVar,T, =0, so ist die Folge Ty,

n- oo N- oo

nON von Schétzfunktionen eine konsistente Schétzfunktion fir t(6).

Beispid: Unter den Voraussetzungen von Satz 30.3 ist Yn , NON eine konsistente Schétzfolge fir EX, d.h.
X, konvergiert fiir n—, oo stochastisch gegen den Erwartungswert von X.

30.4 Plausibilitat

Diese Gliteei genschaft bezieht sich auf konkrete Schétzwerte, nicht auf Schétzfunktionen.

a) Diskretes stochastisches Modell

Ausgehend von einer konkreten Stichprobe x4,....,x, betrachtet man die Wahrscheinlichkeiten der beobach-
teten Werte in Abhangigkeit des Parameters 6. Die Plausibilitatsfunktion 1(6;Xy,....,Xy) wird durch die ge-
meinsamen Punktwahrscheinlichkeiten p(X,....,Xn) der Stichprobe als Funktion des Parameters 6 gebildet.

X, Xq
W

gl = |_| p(Xi|6) = I(G;xl,....,xn)
X n Xn =1
Der plausible Schatzwert 8 firr den wahren Parameter 8 ist jener Parameterwert fiir den diese Wahrschein-

lichkeit maximal wird, vorausgesetzt dieses Maximum existiert.
b) Kontinuierliches stochastisches Modell

Man fal3t die gemeinsame Dichtefunktion g(Xy,....,Xn|0) als Funktion von 6 auf, d.h.
g(xl,....,xn|6) =T f(xi|6) =1(8;Xg,ves X)) -
=1

De plausible Schatzwert fir 6, ist jener Parameterwert 8, fur den die gemeinsame Dichtefunktion von
(X1,....,.Xn) bem Variablenwert xj,....,X, maximal wird, vorausgesetzt dieses Maximum existiert.

In beiden Fallen nennt man 1(6;X4,...,X,) die Plausibilitétsfunktion (eng. likelihood). Daher gilt:
6= argmax (6;x,,...,x,) oder I(e;xl,...,xn) = max 1(8; Xy, .-, X)) -

1A
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Bemerkung:

1) Plausible Schatzwerte miissen weder existieren noch eindeutig sein.

2) Zur Bestimmung plausibler Schétzwerte kann man haufig die Ableitung der Plausibilitatsfunktion null
setzen, d.h.:

al(e;xl,....,xn):O oder oIn1(8;xy,.....X,)
00 00
3) Im Falle eines mehrdimensionalen Parameters 6=(6,,....,6¢) lautet eine notwendige Bedingung fir en
Maximum:
aI(0,,...,0, : Xy,...,X . ainl(e,,...,0,:X,,...,X
BBy Xa) _ Oj =1(1)k oder 8%y, %)
06, 06,

4) Plausible Schatzwerte fir geraffte Parameter 1(0) erhdlt man aus dem plausiblen Schatzwert 6 mittels
().

=0

=0 Oj=1()k

Beispidl:

Die stochastische Grofie X; sein alternativverteilt (X;0Ag), wobei 6 dem Schlechtanteil in einem Los ent-
spricht (©=[0,1]). Es werden n Ziehungen mit Zuriicklegen durchgefihrt (x;[{0,1}). Die Plausibilitéatsfunk-
tionist:

n n _ zn:xi _”
(8:%,,....x,) = [p(x;16) = [16* {1-0)"™ == [f1-8)" 2"
(Bxs.-%,) = [ pcle) = [ 0" tla-8) -
Gesucht ist der plausible Schatzwert 6.

|n|(6;X11--"X”):(:1

aInIni(8;xy,..,X,) _ (Z;Xj 91_+[n_ ;Xij gLGEQ—1)

00 0 1-
Nullsetzen der Ableitung der Plausibilitatsfunktion fhrt auf:

n

i=1
n

(1—6)D2n:xi =0n-
i=1
Zn:xi =BD£:xi +nB-60 x; =n®

i=1 i=1 i=1
n
PR
g =i
n
Definition: Eine plausible Schéatzfunktion ist eine solche, die jeder konkreten Stichprobe den plausiblen
Schétzwert zuordnet.

Xij Eﬂne+(n—2n:xij (n(1-6)

i=1

Beispid: Firr die plausible Schatzfunktion einer alternativverteilten Stichprobe (XTAg) gilt: (X1,....Xr)=Xn

Beispidl: Die stochastische GréRe X sei normalverteilt (XCN(W,07), 8=(1,0%)). Gegeben ist eine konkrete
Stichprobe Xy, ...,Xn. ESgilt:

n
(%~ )’
555, = (o) - o)

Durch partielle Ableitung mit p bzw. o erhélt man die Schatzfunktion:
O
_ 1L _\2
(IJ,O'Z) = (Xn ’H D;(xi - Xn) j
Bemerkung: Hier ist die plausible Schétzfunktion fir die Varianz verzerrt (vgl. Abschnitt 30.1)!
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30.5 Anteilsschatzung

Gegeben sind N Einheiten, davon A mit einer bestimmten Eigenschaft. Gefragt ist der Anteil von A in der
Gesamtheit, d.h. 8=A/N. Dazu werden n Einheiten untersucht. Die stochastische Groéfie X gibt die Anzahl der
Einheiten, unter den n untersuchten, an, welche die bestimmte Eigenschaft besitzen.
Fir den Schétzwert von 6 gilt 6=x/n und fur die Schétzfunktion gilt T=X/n.
a) Ziehungen mit Zuriicklegen
Die stochastische GrofRe X ist binomialverteilt, d.h.:
X[Bne; EX=nB; ET=1/n[EX=0
T ist eéine unverzerrte Schétzfunktion fir 6.

VaT = Var(éj = izvarx = iz (h® Eﬂl—e) = _9 Eﬂl—e)
n/ n n n

Daher bildet T,,; nCON eine konsistente Schatzfolge (vgl. Satz 30.3) fir 8 (plausibler Schatzwert).
b) Ziehungen ohne Zuriicklegen
Die stochastische Grof3e ist hypergeometrisch verteilt, d.h.:
X[Hn A EX=nA/N=n0; ET=1/n[EX=0
T ist eine unverzerrte Schatzfunktion fr 6.
- 01-96 -
VaT=-1 vax =i2m[ﬁ[€1—§j 0 (1— n ﬂ _5-9) [ﬁl—”—ﬂ
n n N N N - n N -
\%f__l
Korrekturfaktor fur
endliche Gesamtheiten
Im Vergleich zur Ziehung mit Zurlicklegen erhdlt man eine kleinere Varianz. Fur den Fall, da3 N - o« gilt,
kann man eine Approximation mit Byg durchftihren.

Bemerkung:  Fir n<200 sind nur zwei Dezimalstellen brauchbar.
¢) Einebessere Analyseist mittels Bayes-M ethoden moglich (vgl. Kapitel VIII).

30.6 Schatzung des Korrelationskoeffizienten bei 2-dim. normalverteilten Daten
Falls die stochastische GroRRe (X,Y) 2-dimensional normalverteilt ist, gilt:

(X’Y) - N(UX1UY10>2<10\2( 1¢)
_ Cov(X,Y)
o, b,
Cov(X,Y) = B (X ~ )Y — 1y )

Satz 30.4 st (x;,Yi); i=1(1)n eine konkrete Stichprobe von der 2-dimensionalen Stichprobe (X,Y), soist der
Stichproben-K orrdationskoeffizient

n

Z(Xi _Yn) [qyi _yn)

der plausible Schatzwert fir ¢.

Der plausible Schatzwert fir den 5-dimensionalen Parameter 6 ist:

Xn
Hx v,
Hy 13 _
0=| 0% | = 6= p 2l %)’
ol 1), _o)\2
o né(yi yn)

r
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30.7 Bemerkungen zu den Giteeigenschaften von Schatzfunktionen

V erschiedene Giitee genschaften konnen verschiedene Schatzwerte bzw. Schatzfunktionen ergeben.

a) Unter bestimmten, allgemeinen Voraussetzungen stimmen plausible und effiziente Schéatzfunktion tber-
en.

b) Unter reativ allgemeinen Voraussetzungen bildet eine Folge von plausiblen Schétzfunktionen ene konsi-
stente Schétzfolge.

¢) Unter bestimmten Voraussetzungen sind plausible Schétzfunktionen asymptotisch normalverteilt (Appro-
ximation Verteilung von Schéatzfunktionen).

31. Nichtparametrische Schéatzungen der Verteilungsfunktion

Ist die Annahme einer parametrischen Verteilungsfamilie fir eine stochastische Gréf3e nicht gerechtfertigt,
so kann man im 1-dimensionalen Fall die Verteillungsfunktion schéatzen. Fir n redle Zahlen xj,....,x, be-
trachtet man die diskreten Gleichverteilung mit den Mekmalswerten Xj,....,X, (nicht aquidistant). Ordnet
man die Zahlen der Grof3e nach, so erhdlt man die geordnete Stichprobe X)<X<...<X). Die Vertalungs-

funktion zu dieser diskreten Gleichverteilung ist die empirische Vertelungsfunktion F, (O (vgl. Abschnitt
4.2).

Oflrx <X,
1flrx =X

Vor Beabachtung von XF([)J kann man eine stochastische Grof3e als Schatzfunktion angeben, die fir kon-
krete Beobachtungen Xu,....,X, genau die empirische Verteilungsfunktion F, (0l ergibt.
Ist X1, Xs,...., X, €ne Stichprobe von X, so definiert man fir en festes xOR:

. 19
F(XIXq,0ns X ) = sz'(—mvxl (X;)

Die beiden folgenden Satze zeigen, dal3 die empirische Verteilungsfunktion eine gute Schatzung fir die zu-
grunddliegende Verteilungsfunktion ist.

Satz 31.1 X sa eine 1-dimensionale stochastische Grofze mit der Verteilungsfunktion F(OL Wenn Xj,...,.X,
eine Stichprobe von X ist, so gilt fir jedes feste XxOR:

a) Diese Schétzfolge F,y (X[X4,...,Xy) ist éine unverzerrte Schatzfunktion fir F(X).

b) Fn (X[X1,....Xy) ist €ine konsistente Schétzfolge.

Beweis.

a) EF;(X|X1,...,Xn) = E%Dél(_myx](xi) :%DZn:El(_m,x](xi) :%mgz(x) = F{x)

i=1 Y~
~Ar(x)

(%)

b) Z; sai unabhéngig und identisch verteilt wie X;.
Z, Z,

A

(o] (x15+....+l (cons] (x nj

n
Die Folge F, (x) der Werte der empirischen Verteilungsfunktion zu festem x konvergiert fiir n— oo stocha-
stisch gegen den Wert F(x) der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion an dieser Stele.

Fo(XIXq,e X ) = 0% - EZ, =F(x) Gesetz der groRen Zahlen
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Fundamentalsatz der Statistik

Satz 31.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 31.1 gilt:
W{Iim sup|F, (x) - F(x)‘ = 0} =1 Fa () wird verwendet fur F, (X|X4,...,Xr)

N-® xR

Bemerkungen:

1) Mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert die Folge der empirischen Verteilungsfunktionen gleichmafiig in x
gegen die zugrundeliegende Verteilungsfunktion.

2) Dader extreme Abstand zwischen F, () und F(0J nicht angenommen werden muB, ist es erforderlich statt
max|...| die Funktion supl...| zu verwenden. Damit betrachtet man die kleinste obere Schranke der Abwei-
chungen |F,, (x)-F(X)|.

F(x)

. /
}Z}iggﬁ(x)ﬂxn
X

32. Klassische Punktschéatzung fir Parameter
Dient zur quantitative Analyse Uber die Gite von Parameterschatzungen. Dazu sucht man Teilbereiche des
Parameterraumes, in denen der wahre Parameter 6, mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt.
Definition: Ist X[WS,, 800 ein stochastisches Modéll, so heil3t eine Funktion k(X4,...,X,), die jeder Stichpro-
be X1,.....Xn von X eine Teilmenge © 0O derart zuordnet, daR gilt:
W{000" =k(X,,...X,)} =1-a  DBOO
eine Konfidenzfunktion fir den Parameter 6 mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a. Die
Konstante a ist eine Zahl naheO.

Bemerkung: Vor Erhebung einer konkreten Stichprobe Xj,...,Xn ist K(X4y,....,X) €@n stochastischer Bereich.
Nach Erhebung der Daten ist K(Xy,...,Xn) €ine Teilmenge von ©. Praktisch besonders wichtig
sind Konfidenzbereiche fir 1-dimensionale (geraffte) Parameter, sog. Konfidenzintervalle.

Beispid: Die stochastische GroRe X sei normalverteilt X[N(u,oz). Fir die Stichprobe X4,....,X, von X gilt:
5 al

- o) X, —H
X ~N u,—oj = n ~N(01
N Xt - n(og
Bemerkung: Die stochastische GrolRe f/jin = Q ist eine Funktion der Stichprobe und vom unbekannten Pa-
rameter abhéngig. lhre Verteilung hangt nicht vom unbekannten Parameter (1,007 ab. Solche
Grolen sind der ,, Angelpunkt” fir die Konstruktion von Konfidenzintervallen und man nennt
sie Pivot-Gr 6f3en. Priifung!
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32.1 Pivot-GréRen-Methode

Es wird nun versucht, ein Konfidenzintervall fir vorheriges Beispiel zu konstruieren. Dabe gilt, daf3
Q=0(X4,....Xn;b) eine Pivot-Grofde mit kontinuierlicher Verteilung ist. Es gilt:

X, —H
W{ugsmsulﬂz}zl—a D(u,oé)

Dabei ist u, das entsprechende p-Fraktile der Standard-
Normalverteilung.

Eine aguivalente Umformung der Doppelungleichung

—H
u, <" <u, .
2 0'0/\/5 12
fuhrt auf:
Oy, — o
u, <X, -p<u _, 2
R
- X, + U, J—GOS—us—Yn+ul_u o
BN ENY
X, -u [—IG—OSuSY —u, o
n 1-2 \/ﬁ n g \/ﬁ
Aufgrund der Symmetrie der Normalverteillung (uE =-u g) gilt
v _ 9% v 90
Xn ——nﬂ.ll_% SpSXn +ﬁﬂll_%
-~ O -~ O
=WIX, ——2 , <sp<X, +—2[u u}zl—a O(p, 02
{ n \/ﬁ = n \/ﬁ -4 ( 0)
Daher ist ein giiltiges Konfidenzintervall fir p mit der Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a gleich:
- O - O
X, ——2 X, +—20 ,
{”\/ﬁ T 1‘2}
Allgemein:

Es sa Q=q(X4,...,Xn;0) eine Pivot-Groéfle mit kontinuierlicher Verteilung, weiters 1-a eine Zahl nahe bei 1
und g; und g, zwei p-Fraktile und es gilt:

We{ qui<q(Xg,....Xn;0)<0p} =1-a 0606
Wenn man die Doppedungleichung identisch umformen kann, so dal3 8 in der Mitte steht, so erhélt man
W{t:(X4,...,Xn)<0<tx(X4,...Xp)}=1-a 06000
und das stochastische Intervall
[T=ta(X g, X)), T= (X 1,0, X0)]

ist ein Konfidenzintervall fur © mit der Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a.
Falls 6 2-dimensional ist, so konstruiert man Konfidenzintervalle flr geraffte Parameter. Die obigen Umfor-
mungen erhalten die Form

We{ u£q(X1,.... X 0)<qp} =1-a (16000
und nach identischer Umformung (falls moglich) erhalt man:
WA T =t1(X4,.... Xn)<ST(O)ST =tx(X4,....Xp)}=1-a 60O
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32.2 Konfidenzintervalle fur den Parameter der Exponentialverteilung

Satz 32.1 Sind die stochastischen Grof3en X, ...,X,, unabhangig verteilt nach Ex., so gilt:

n n

ZEEXi 2 @Xi
=L y2 Bemerkung: —=1— ist éine Pivot-Grofie.
I T

Satz 32.2 Fir ene stochastische Grofde X~Ex; und der Stichprobe X4,...,X, von X erhdt man ein Konfiden-
zintervall fur den Parameter 8 mit der Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a fol gendermalien:

203X, 20},
i=1 i=1

2 2
XZn;l—% XZn;%

Beweis: Ausgehend von

20} X,

2 i=1 2 -1-—
w Xomg S 1 = Xana-g =1-a

erhélt man durch identische Umformung:

n n
20> X, 20> X,
Wi—2—=<r1

XZn;l—% XZn;%

IN
I\

I
Nl

Q

32.3 t-Verteilung und Gamma-Verteilung

Fir die weiteren Uberlegungen werden noch zwei Typen von Verteilungen bendtigt.
t-Verteilung t, (Student-Verteilung mit n Freiheitsgraden) nCIN
Die Dichtefunktion ist gegeben durch:

f(qn)=kEB— T OxOR

()
{63
ol

Die Funktion I (QJist die Gammafunktion und folgendermal3en definiert:

Dabsi ist k folgendermal3en definiert:

k =

r(z):= th‘l [&'dt
Die Gammafunktion ist tabdliert. AuBerdem gilt folg(])endes:
r(n)=(n-1! OnON
M(2)=(z-1)m(z-1)

r(3)=+n
Bemerkung: Fir n— o geht die Folge der Dichtefunktion f(x|n) gegen die Standard-Normalverteilungsdichte:
1
X)=——[ 2 [Ox0OR
%)=
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Gamma-Verteilung y(a,B) a>0, >0
Die Dichtefunktion ist gegeben durch:

X

i x*ef (vgl. Abschnitt 25.3)
X[a,B) = —F———0 (X vgl. Abschnitt 25.
Die Gammafunktion enthélt u.a. die Chiquadrat-Verteilung:

v(2.2) =x3

Die Verteilungsfunktion, die sog. Unvollstandige Gammaverteilung ist tabelliert.

32.4 Konfidenzintervalle fur die Parameter der Normalverteilung

Satz 32.3 Sind die stochastischen GréRen Xa,....,X, unabhéngig und identisch nach N(u,0?) verteilt (d.h.
eine Stichprobe von X~ N(u,0?)), so gilt:

a) \/ﬁ@”suﬂn_l

0 (-9,

n-1
0.2

Bemerkung: Die stochastischen GroRen in a) und b) sind Funktionen von der Stichprobe und vom unbe-
kannten Parameter. lhre Verteilung hangt nicht vom unbekannten Parameter ab. Diese beiden
stochastischen Grof3en sind daher Pivot-Grofzen.

Satz 32.4 Fir eine normalverteilte stochastische Grofie XEN(u,oZ) und einer Stichprobe Xy,....,X, von X
erhalt man ein Konfidenzintervall firr den gerafften Parameter p bzw. o folgendermafen:

a) Konfidenzintervall fir p mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-o
X - So K ,Xn + Sn K

" Jn n—];l—% Jn n—];l—%

b) Konfidenzintervall fiir o mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-o

(n-9s; (n-1)C%;

X’ 'S

a a
-11-— -1,—
nt 2 3
Beweis:

a) Nach Satz 32.3agilt:

Dasist eine Pivot-GroRe mit dem Parameter 6=(p1,0°). Daher gilt weiters:

Wyst 4 <4/n <t «r=1-a 0606
n—J,-E S, n—J,-1—E

Eine Umformung der Doppelungleichung fihrt auf:

_ s _
WG{Xn——”Eﬁ L SPUEX, - _a}zl—a

Unter Berticksichtigung von t

a
n-1,— n-11-—
2

— S —_
We{xn— S0 spsX, 4
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Und somit ist das Konfidenzintervall fiir p mit einer Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a gleich:

S S

X —n X =0
o B o |

b) Nach Satz 32.3b gilt:
(n-1)Cs?

Tn~X§—l
Diesist ebenfalls eine Pivot-Grofde. Daher gilt analog:
n-1)s
We{leu s%sxz a}zl—a 0e 0o
n— ;E

n-L1-—
o 2

Umformung der Doppelgleichung fiihrt auf das Konfidenzintervall fir o*

(n-9s; (n-1)C8;

X’ 'S

n-1%
2

Bemerkung: FUr eine konkrete Stichprobe xj,....,X, erhélt man durch Einsetzen in das Konfidenzintervall ein
konkr etes | ntervall.

a
n-11-—
H3

32.5 Approximative Konfidenzintervalle
Fir grof3e Stichprobenumféange kénnen unter bestimmten Voraussetzungen approximative Konfidenzinter-
valle berechnet werden.

Satz 32.5 Ist We, 6000 ein stochastisches Modell mit @=(a,b) R und die Folge (T,), nON e ne Schatzfolge
fur 6o mit

und lassen sich die Doppelungleichungen

< T~ EeTn <u Up: p-Fraktile der Standard-Normalverteilung N(O,1)

u(X - a
2 yVaRT, 15
aquivalent umformen in die Gestalt 91(T,,0)<6< 92(Th, o), so strebt die Folge [81(T,,a), 32T, a)] flr n— o
gegen ein Konfidenzintervall fiir 8 mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-a.
Begriindung:
Aus der Verteilungskonvergenz folgt:

We{ua <Tn—Boln _, (,}anjoﬁm[u aj—cb[uaj=1—g—g=l—o(
2 JVaT, 2 2 2 2

Das heif3t, die Uberdeckungswahrscheinlichkeit strebt fiir n— o gegen 1-a.
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Beispid: Anteilsschatzung be grof3em Stichprobenumfang

Die stochastische Grof3e X sa alternativverteilt X[OAg und Xj,....,X, s& eine Stichprobe von X und das Mitte
X, sai die Schétzfunktion fir 6. Dann gilt:

;nlxi —E(ixij e

= ~ N(01) (sieheZentraer Grenzverteilungssatz)

n n-oo
Var[ZXij
i=1
n n 18 1 n . 1
in—E(ZXi] in—E(in] X, - inj - o
i=1 i=1 _Ni= n \izx _ ni3 _ X, —EX, Vtle
= : = = —" _ N(03)
n n n VarX n-o
folge] [ we(gn] i
i=1 n i=1 Nz
L — _601-9)
Unter Berlicksichtigung von VarX , = gilt
WyqU, an—_eSu < r=1-a
> GEﬂl—G) =
n
Aufldsen der Doppelungleichung unter Beriicksichtigung von u, =-u
= 1-—
2 2
— 2
(X”_e) 2 iva 2 2
ms Ul_% = n[qxn_e) Sul_g[@[@—e)
n

Auflésen der quadratischen Gleichung fihrt auf:
9,(X,.a) = 2MX, +d* -dG/4MX, +d? - 4MX>
e 2[@n+d2) 3

21X, +d? +d 04X, +d? —4MIX?
2[@n+d2)

Man erhélt das Konfidenzintervall [Sl(Yn,cx),Sz(Yn ,0()] . Nun kurzt man durch 2M und vernachlassigt die

Glieder konst/n und erhélt dann als Naherung fiir das approximative Konfidenzintervall mit Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit 1-a:

[Yn e [i/‘xn [@1n—xn) JERN [V_Xn mln_xn)]
2 2

Sl(fn,a) =
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33. Statistische Tests

Fir gegebene Beobachtungen X,...,.X, €ner stochastischen GroRe X mdchte man moglichst objektiv ent-
schelden, ob gewisse Annahmen Uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung Wy von X (sog. statische Hypothe-
se) haltbar sind. Formale Entschel dungsverfahren dieses Art nennt man statistische Tests.

Ist W={W:W mogliche Verteilungen von X} die Menge aller in Frage kommenden Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen, so heifdt jede Tellmenge HOW eine statistische Hypothese[

Beispid: Sei X eine 1-dimensionale stochastische Grdof3e mit kontinuierliches Vertellung, d.h. W={W:W
kontinuierliche Verteilung auf (R,B)}, soist H={ N(1,0%):1, 0° beliebig} eine statistische Hypothe-
se.

Eine Hypothese heifdt einfach, falls sie nur aus eéner Wahrscheinlichkeitsverteilung besteht, d.h. H:XOW,
mit Wy bekannt. Ansonsten heif3en Hypothesen zusammengesetzt. Falls parametrische Familien von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen betrachtet werden, spricht man von Par ameter -Hypothesend

Beispidl:
Kann von ener stochastischen Gréflie X angenommen werden, dald sie eine Poisson-Verteilung (Poisson-
Prozef?) hat, d.h. X[Pg, 6>0, ©=(0,c0), so gilt: W={ Ps:6>0}. Eine einfache Hypothese ware z.B.:
H={Ps,} oder H:X[P;, oder H:6=3.2
Eine zusammengesetzte Hypothese wére z.B..
H={Pq:6=3} oder H:6=3

Manchmal werden auch Alternativen (sog. Gegenhypothesen) H; formuliert. Fir die urspriingliche Hypo-
these schreibt man denn Hy (sog. Nullhypothese).

Beispid: Die L ebensdauer X habe eine Exponentialverteilung EX;.
Einfache Nullhypothese: Ho:t=2
Zusammengesetzte Gegenhypothese:  Hy: 1> 2

33.1 Statistische Tests und Verwerfungsraume

Die Entscheidung, ob eine Hypothese H beziliglich einer stochastischen Gréf3e X angenommen werden kann
oder abzulehnen ist, hangt von der Stichprobe xj,....,X, von X ab. Daher wird eine Teilmenge V des Stich-
probenraumes My" gesucht, so daf’ Stichproben aus V gegen die Hypothese sprechen. Die Teilmenge V wird
Verwer fungsraum genannt. FUr (Xy,...,X,) OV wird H verworfen, fir (Xy,....X,) OV, d.h. (X1,....Xn) OV =Mx"\V
wird die Hypothese angenommen.

Oft I&af3t sich die Entscheidung Uber die Annahme oder Ablehnung einer Hypothese mit Hilfe einer Statistik
T=t(Xy,...,Xy) treffen. Dann nennt man T eine Teststatistik.

33.2 Fehler erster und zweiter Art

Fir ein Testproblem gibt es zwel Fehlerarten bel der Entscheidung. Entweder die Hypothese Hy ist richtig
und wird verworfen (Fehler erster Art) oder Hy ist falsch und wird angenommen (Fehler zweiter Art). Um
gute Testentscheidungen zu konstruieren, versucht man die Wahrscheinlichkeiten von Fehlern klein zu hal-
ten. Symbolisch schreibt man:

o=W{ Ho verworfen| Ho richtig} Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler erster Art

B=W{ Ho angenommen| H, falsch}  Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler zweiter Art
Winschenswert wéaren Tests, die beide Fehlerwahrscheinlichkeiten maglichst klein machen, sog. schérf-
ste/beste Tests. Leider existieren solche Tests nur sdten.
Fir einfache Nullhypothesen Ho: X DW, (W, ist eine feste, bekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung) gilt:

oa=W{(Xy,...Xm)OV}
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Beispiel: Die stochastische GréRRe X sa normalverteilt XCN(W,0¢°), wobei der Parameter o,® bekannt ist.
Gegeben ist eine Stichprobe X ,...,X,, von X und die Hypothese Ho:u=L,, Wobei L, gegeben ist. Ge-
sucht ist nun ein Test fir enen Fehler erster Art.

Be richtiger Hypothese Hy gilt:

- o2 X, - |
X. ~N =0 = 7= 0 O N(o1
N2 Koke (o
Um einen Test fir Hy zu konstruieren, verwendet man die
Teststatistik T, denn fir richtige Ho gilt: 5

Wuo{ua <T< ul_a}zl—a | (1) |
2 2

Ein Test fur Ho:u=po mit Wahrscheinlichkeit a eines Fehlers erster Art ist: Verwerfe die Hypothese Hy flr

TO[Ugs2,Urqr2) - Der Verwerfungsraum (unter Berticksichtigung der Symmetrie der Normalverteillung) dieses
Tests ergibt sich daher durch:
1—
2

Begrindung:  Wegen obiger Gleichung fur W, féllt die Teststatistik T bei richtiger Hypothese Ho mit der

N

V= {(xl,....,xn):Lur‘: >

(X’ a
1-—

kleinen Wahrscheinlichkeit o nicht in das Intervall {
2 2

} (dies ist die Wahrscheinlichkeit

der Verwerfung).
Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art kann hier sehr grol3 werden, wenn das tat-
sachliche i nahe bei o liegt aber po# ist.

Im letzten Beispid gilt, im Falle, da der wahre Para-
meter Yy ist und P>, flr die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers zweiter Art:

W{ Ho:=po angenommen| H, falsch, da p=p;}

T2 Xa~Hg ~N(u1 o 1}

O'o/\/ﬁ 00/\/_
Die schraffierte Flache in nebenstehender Abbildung Us 0 U
zeigt die Wahrscheinlichkeit fur die Annahme der fal- :
schen Hypothese_ Verwerfung ————— Akzeptanz ——— Verwerfung

33.3 Plausibilitatsquotienten-Test

Gegeben sind zwei Hypothesen fur die stochastische Gré- f(+) f,()
le X. Die erste Hypothese besagt Ho:XLCfo(D) und die
zweite lautet Hi:X[Cfy([). Der Plausibilitdtsgedanke bei
einer Beobachtung ist nun, dal3 man digjenige Hypothese
wahlt, deren Dichtefunktion den gréfReren Wert aufweist,
d.h.: X
e Annahme von Hg falls f1(x1)<fo(X1)

e Annahme von H; falls f1(X1)>fo(X1)

Im Fall von n Beobachtungen zieht man diegemei nsame Dichte der Stichprobe X4,....,X,, heran:

9; (X, X) = |_|f() (X, %) fir j=0oderj=1

Bemerkung: Fir parametrische Modelleist f;(DEf(08;) (Plausibilitatsfunktion).
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Definition: Ein Plausibilitétsquotienten-Test fir die einfache Hypothese Ho:X[(fo(0] gegen die einfache
Hy: X1 (Dist ein Test, dessen Verwerfungsraum folgendermal3en gegebenist:

[ pees Xy
v ={(xl,...,xn):Mz ku}
lo(Xgrees Xp)
Dabe ist die Konstante k, durch die Wahrscheinlichkeit o eines Fehlers erster Art bestimmt wird,

d.h.:
o(Xprei X,
Der Quotient A(xy,....,X,) =M heiRt Plausibilitatsquotient.
o(Xgseennn X

Beispid: Angenommen fur die Vertellung ener stochastischen Grofle kommt ene Normalverteilung
XIN(0? in Frage, entweder mit dem Parameter i, oder dem Parameter piy>Ho, wobei 62 bekannt
ist. In diesem Fall gilt:

_géx—uo)z 1 X_P1)

fo(x) = L 7 < f,(x) = 1 g2 o
2 2
2TO0 2TO0

K
n >
izzlz[(xi _“0)2 _(Xi _“1)2}{<}£l5:{’% =

>
N —kE) + 200, — 1) Doxiq

i=1

n 2
ZEGM - Uo) [E:Xi{<}kg' =
i=1

>
—
—
~
Q3
J

Die Entscheidung ist hier abhangig von der Teststatistik T = in . Die Verteilung von T kann man ange-
i=1
ben:

n

> X, ~N(nit,,no?)

i=1
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Zur Bestimmung der Konstanten kq* zieht man die Wahrscheinlichkeit a eines Fehlers erster Art heran (d.h.
die Wahrscheinlichkeit der Verwerfung der richtigen Hypothese). Es gilt:

a= WO{Zn:Xi > ka} wobe k, das (1-a)-Fraktile der N(n[io,nd?).

i=1

Wegen des Zusammenhanges zwischen p-Fraktilen x,, einer N(u,0%)-Verteilung und dem p-Fraktile u, der
N(0,1)-Verteilung gilt in unserem Fall:

o
De Vewerfungsraum ist daher gegeben durch:

\% ={(x1,....,xn):zn:xi 20E{/ﬁml_a +nm0}

k* -n *
= upz"—mo = ki, =oB/n,_, +n0,

o@/n

Up

Fur den Stichprobenraum gilt Mx=VOV®. Die Hypothese wird verworfen, falls die konkrete Stichprobe in
den Verwerfungsraum fallt, ansonsten wird sie angenommen. Oft wird die Entscheidung ob verwerfen oder
annehmen vom Wert abhangig gemacht, den eine sog. Teststatistik annimmt.

Bemerkung: FUr den letzten Test ist be gegebener Wahrscheinlichkeit a eines Fehlers 1. Art die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers 2. Art minimal. Das folgt aus einem grundlegendem Satz von Ney-
man und E. Pearson.

34. Tests fur Normalverteilungen

In diesem Abschnitt wird ausnahmslos vorausgesetzt, dal die betrachteten stochastischen Grofen eine Nor-
malverteilung haben. Daim allgemeinem die Parameter unbekannt sind, bendtigt man Tests, die dies bertick-
sichtigen.

34.1 t-Test fur das Mittel einer Normalverteilung
Priifung!

Satz 34.1 Ist X normalverteilt XCN(u,02) mit unbekanntem p und 62 und Xg,...,X, ist ene konkrete Stich-
probe von X, soist en Test fur die Hypothese Ho:pu=po mit Wahrscheinlichkeit a eines Fehlers 1.Art durch
folgenden Verwerfungsraum gegeben:

V= {(xl,...,xn):m > tn—];l—a}

S

n

Die Teststatistik T ist in diesem Fall gegeben durch:

\/ﬁ[lb?n _lJO|

Sn
Beweis: Wenn X[IN(Uo,0?) ist, gilt wegen Satz 32.3:

\/ﬁ[@yn - IJO) Dichte der t,,, -Verteilung
— s ~t,, (beirichtiger Nullhypothese)
n
Wegen der Symmetrie der Dichtefunktion der t,-Vertellung === . =
gilt fur die Wahrscheinlichkeit o eines Fehlers L.Art: trag =ty trivg

n -
W{Verwerfung der richtigen Ho} = W{Fehler LArt} =W . {M >t } =a
0 n n—];l—E
Der kritische Bereich fur die Teststatistik T ist (-00,-th1.1-a/2) O[th-1:1-0r2,00). Dieser ist eine Teilmenge des
Merkmalraums der Teststatistik (meist eine Teilmenge von R). Wenn die konkrete Teststatistik im kritischen
Bereich liegt, so fuhrt dies zu Ablehnung der Nullhypothese. Der Verwerfungsraum ist dagegen eine Tell-
menge des Stichprobenraums. Die Ablehnung erfolgt, wenn die konkrete Stichprobe im Verwerfungsraum

liegt.
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34.2 Test fur die Varianz einer Normalverteilung

Satz 34.2 Ist X normalverteilt X[N(u,02) mit unbekanntem p und 62 und ist Xg,....,Xn €ne konkrete Stich-
probe von , soist eén Test fur die Hypothese Hy:02=0¢2 mit Wahrscheinlichkeit a eines Fehlers 1. Art gege-
ben durch den Verwerfungsraum:

(n-9rs; 2 2
V= {(xl,....,xn).o—gn D{xn_l;g,xn_m_z
Beweis. Wenn X[N(u,0¢?) ist, dann folgt aus Satz 32.3:
(n-1) s

—v2
O'é Xn—l ) .
Fur die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1.Art gilt: 2 3
n-1) % s
wiltB gye e ll=a
0'0 n—];E n—1;1—E

Bemerkung: Die beiden vorangegangenen Tests behandeln das Problem der Verteillung eined Mefreihe. Hat
man Daten aus zwe unabhangigen Versuchsreihen, so soll entschieden werden, ob diese zwei
Melirehen Xy,...,Xm bzw. yi,...,y, derselben Vertellung entstammen. Diese Fragestdlung heifdt
Zwei-Stichproben-Praoblem.

34.3 t-Test fur die Gleichheit zweier Normalverteilungen mit identischer Varianz

Satz 34.3 Ist Xy,...,.Xm €ine Stichprobe einer N(ly,09)-Vertellung und ist Yy,...,Y, eine Stichprobe einer
N(py,0?)-Verteilung und sind beide Stichproben voneinander unabhangig, so gilt:

X = Yo ~Hy Hy

\/(1+1J E(m—l)[si +(n-1) % ~

tm+n—2

o
m+n-2 2 ‘

I
tren2z=-tminoie t o
4 2‘2 m+n-2;1 5 m+r\—1ﬂ—i

m n

Ein Test fur die Hypothese Ho:p=py, mit Wahrscheinlichkeit a
eines Fehlers 1. Art ist durch die Teststatistik Z gegeben.

Die Ho:px=py wird verworfen, falls fir die zwel Melreihen Xy,...,.Xm und ys,...,yn Qilt:

- T >t )
\/( 1, 1) E(m—l)@i w(n-g@E| mre
E H m+n-2

Beweis:. Baei richtiger Nullhypothese Hy gilt:

W{—t L SZ<t a}zl—a
m+n—2;1—E m+n—2;1—E

und fir die Verwerfungsraumwahrscheinlichkeit gilt daher:

W{Z D[_ tm+n—2;1—% ’ tm+n—2;1—gj} -a
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34.4 E-Test fur die Gleichheit der Varianzen zweier Normalverteilungen

Satz 34.4 st Xy,...,.Xm €ine Stichprobe ener N(p,0,2) und Y,...,Y, éine Stichprobe einer N(py,0,2) und sind
die beiden Stichproben voneinander unabhéngig, so gilt:

Si/on _

§/o;
Dabe bedeutet Fr,, die F-Verteilung mit m und n Freheitsgraden. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
R" hat die Dichtefunktion:

I:m -1n-1

()
X .
f(X|m,n) =k % D](O,oo) (X) mit k = m n
(m&x+n) 2 r 2) E[r(zj

Diese Vertallung ist ausfuhrlich tabelliert.

Ein Test fur die Hypothese Ho:0,2=0,2 mit Wahrscheinlichkeit o eines Fehlers 1. Art ist mit Hilfe der Test-
statistik Z
Z= S_i
S
folgendermal3en gegeben. Die Nullhypothese Ho wird verworfen, falls fir die konkreten Mef3reihen xg, ..., Xm
undys,...,yn gilt:

z D{F F a } wobei Fnnp das p-Fraktile der Fy,, ist.

a
m-1,n-1— m-1n-11-—
2 2

Bemerkung: Um die Gleichheit der Varianzen mehrerer Mefreihen zu testen, gibt es Vefahren der sog.
»Varianz-Analyse*.

34.5 Unabhangigkeit fiir 2-dimensionale Normalverteilungen

Priifung: Zusammenhang zwischen Unabhangigkeit und Unkorréliertheit

Der stochastische Vektor (X,Y) habe die Verteilung (X,Y)IN(py,Hy,0x2,0,2,¢). Die stochastischen Grofzen X
und Y seien unabhdngig und $=0. Gesucht ist ein Test, fir die Unabhéangigkeit von X und Y.

Der Stichproben-Korreationskoeffizient R (vgl. 30.6) ist der plausible Schatzwert fur ¢. R ist als Schétz-
funktion eine stochastische Groéf3e. Zur Konstruktion eines Tests fur ¢=0, was im Fall von Normalverteilun-
gen auch Unabhangigkeit bedeutet, ist folgender Satz wichtig:

Satz 34.5 Unter den Voraussetzungen dieses Abschnittes gilt unter der Bedingung ¢=0 fir n Beobachtun-

gen:
vn-2[R

Ein Test fir die Unabhangigkeit der Komponenten X und Y enes 2-dimensionalen normalvertellten stocha-

stischen Vektors (X,Y) mit Irrtumswahrscheinlichkeit a ist folgendermal3en gegeben: Die Hypothese Hy:p=0
wird verworfen, falls fir die konkrete Stichprobe (X1,Y1),...,(Xn,Yn) gilt:

Jn-20
V1-r2

>t

n—2;1—g
2
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Beweis. Bei Normalverteilungen bedeutet Unabhangigkeit auch Unkorrdiertheit.

Nach Satz 34.5 gilt bei richtiger Nullhypothese Ho: Dichte von T
AJn-2R
T ¢ - o
V1-R 2 ‘ 2
Daher gilt bei richtige Nullhypothese Hy: tros=toa s ‘ {w%

V1-R?
Die Verwerfungswahrscheinlichkeit der Nullhypothese Hq bel richtiger Hy ist daher a.

35. Chiquadrat-Anpassungs-Test
Hat man eine grolere Stichprobe einer stochastischen GroRe X und mdchte testen, ob die Wahrscheinlich-

keitsverteilung von X eine ganz bestimmte ist, so ist der x2-Test firr enfache Hypothese geeignet.

n—2;1—E n—2;1—E

35.1 Chiquadrattest fur einfache Hypothesen

Satz 35.1 st Xy,...,X,, €éine Stichprobe ener stochastischen Gréfe X mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung
W auf dem Merkmalraum (M,§) und E;,...,E; eine Zerlegung des Merkmalraumes in Ereignisse (Ein E=0,
i#j), so bezeichnet w; die Wahrscheinlichkeit, da’3 X in E; féllt und Y; die absoluten Haufigkeiten des Ereig-
nisses E; nach n Beobachtungen von X. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

limW. z =Z( '_nﬁw)

n - oo

<X’ =P OpO(03)
Das heifdt, dai3 Z, asymptotisch nach X2, verteilt ist.

Mit den Bezeichnung aus Satz 35.1 ist ein Test fir die Nullhypothese Ho: X W durch folgenden Verwer-
fungsraum gegeben:

V= {(xl,...,xn):zn > xf_m_a}
Die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler erster Art konvergiert flr n— o gegen a (sog. approximativer
Test).

Bemerkung: Damit die Approximation hinreichend genau ist, soll fir die Zerlegung des Merkmalraumes in
die Ereignisse E;,...,E; gelten: nw;=5 Oj=1(1)r

35.2 Chiquadrattest fur zusammengesetzte Hypothesen

Sall fur eine Stichprobe X4,...,X, von X getestet werden, ob die Verteillung von X aus einer parametrischen
Familie Wg=F(x|0) mit dem wahren Parameter 6, ist, i.Z. Ho:X[DW,, wobei 8 ein s-dimensionaler Parameter
ist, so gilt folgender Satz:

Satz 35.2 Esgdten die Bezeichnungen von Satz 35.1, aber X OWp mit 00O0R®, wobei dieses © ein offenes,
nicht ausgeartetes Intervall des R® ist. Weiters gelte die Bezeichnung w;(8)=We(E;), j=1(1)r. Dann gilt mit
dem plausiblen Schatzwert fir den Parameter 6,
~ 2
: [Y,. - nﬁwj(en)]

~

i=1 nﬁwj(en)

7 =

n

ist asymptotisch verteilt nach x 2.,

Dabe bezeichnet én den plausiblen Schatzwert fir den Parameter 6,.

Mit obigen Bezeichnungen ist ein Test fir die Hypothese Hy: X DWg mit 8000, dessen Wahrscheinlichkeit fir
einen Fehler erster Art mit n— oo gegen a konvergiert, durch folgenden Verwerfungsraum gegeben.

V ={(x1,...,xn):zn > xf_s_l;l_u}
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Beispid: Esist zu testen, ob die tglichen Anzahl von Ausféllen je Tablettenpresse eines pharmazeutischen
Betriebes Poisson-verteilt ist. Dazu wurden zwanzig Pressen flinfzig Tage lang beobachtet.

Anzahl der Ausfdlle Absolute Haufigkeit Absolute Haufigkeiten der Klassen

0 305 E1l: 305
1 365 E2: 365
2 210 E3: 210
3 80 E4: 80
4 28 E5: 28
5 10

6 1 E6: 12
>7 1

De Wert fir z, ergibt sich zu 3,31 (abhéngig von der Klasseneinteilung!). Der Wert des p-Fraktiles der
X%4:005-Vertellungist gleich 9,49. Daher wird die Hypothese angenommen.

36. Kolmogoroff-Smirnov-Test

Falls die Annahme einer parametrischen Verteilungsfamilie fiir eine stochastische Gréf3e nicht gerechtfertigt
ist, hilft bel kontinuierlichen Verteilungen folgender Satz, um eine Entscheidung Uber die Gleichheit der
Vertelungen zweier Stichproben zu treffen.

Satz 36.1 Sind Xig,...,X1m und Xay,...,. X2 ZWe voneinander unabhangige Stichproben einer kontinuierli-
chen Verteilung auf R und sind F ; und F , die entsprechenden empirischen Verteilungsfunktionen, so gilt:
_ nhyln,
n,+n,
im W[Jﬁ [ax (1) @7 =H(z) Dz>0
X

I
Ny —» o

F (0 - R (] < 4 =

[

k=00
Ny - o0

Die Funktion H und ihre Fraktilen sind tabelliert.
Vor Erhebung der Datenist F , eine stochastische GroRe. |~

9= (%)

gigen Stichproben mittels der Teststatistik
D, =+/ntma{F, (x) - F, (x)
xOR I 1 2
konstruiert werden. Verwirft man die Hypothese der Gleichheit der Verteilungen fur d.=k;.o, wobel ki das

1-a-Fraktile der H-Verteilung ist, soist dies ein Test fir die Gleichheit der beiden Verteilungen, dessen Irr-
tumswahrscheinlichkeit fiir n; — oo und n, — o gegen a konvergiert. FUr kleinere n gibt es adaptierte Tabellen.
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37. Klassische Regressionsrechnung

Zu Beschreibung kausaler, aber nicht deterministischer Zusammenhange (also stochastischer Zusammen-
hange), verwendet man stochastische Modédlle.

Beispid: Bremsweg in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit
y

w(X)=0%

f(ylxo)

Stochastisches Modédll: Jedem x wird eine stochastische GrolRe Y, zugeordnet, deren Wahrscheinlichkeits-

verteilung aul3er von x auch von einem (ein- oder mehrdimensionalen) Parameter 6 abhéngen kann. Die Zu-
sammenhangskurve

W(x) = EpY,

heil3t Regressionsfunktion von Y bezliglich x. Die stochastische Grol3e Y, ist zusammengesetzt:
Y, =y(x)+ U,

wobei I(X) eine (deterministische) Funktion ist und Uy e ne stochastische Gréfze mit Eu,=0.

Beispiele fur Regressionsfunktionen

1) Regressionsgeraden

Y, =a+B-x+Uy, mit xO[a,b]

2) Polynomische Regression (Sonderfall der linearen Regression)
Y, =0,+6, X+0, X*+.+0, X* mitxO[ab]

0
3) Mulktiple Regression
Falls die unabhéngige Variable x mehrdimensional ist, spricht man von multipler Regression.
X1 0,
x=|: ] und 6=
Xy 0
EgY, =6, X, +6, X, +..40, [X,
Vektorschreibweise: Y, =x 0+ U,
Ist die abhangige Grole Y, auch mehrdimensional, so spricht man von multivarianter Regression. Der
Parameter 8 mufd aus den Daten (Xiy,...,Xik;Yi); i=1(1)n geschétzt werden.

Definition: Eine Regressionsfunktion Y(x) heifdt linear, falls sie in den Parametern linear ist. Die Regressi-
onsfunktionen in den vorangehenden Beispielen waren alle linear.
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37.1 Regressionsgeraden
Fir diesen Fall gilt:

a
Y, =a+BX+U, xOR ez(Bj a,BOR

Fir konkrete Daten (X1,¥1),(X2,¥2),...,(Xn,Yn) Muld man a und (3 y

schétzen. Ohne stochastische Modell konnte man die Methode
der kleinsten Abstandsquadratsumme heranziehen und so eine
Ausgleichsgerade y=a +[§D< ermitteln. Die Ldsung des Aus-
gleichproblems

A A
ey YR

¥i

S (y; —a-BX) - min

i=1
liefert eine , Schatzung” der Parameters 6, die auch statistisch
optimal ist (vgl. Satz 37.1). 3 x

a X, b

Definition: Eine Schétzfunktion T; fir den Parameter 6; in eéinem Regressionsmodell heif3t linear, wenn
n
T =)c; L,
i=1
wobei die ¢; nur von den bekannten x; abhangen. Im Spezialfall der Regressionsgeraden bedeutet
dies fur die Schétzfunktion A und B fir o und f3:

Azzn:ciD(i B=ZdiD(
i=1 i=1
Satz von Gaul3-Markoff
Satz 37.1 Sind die stochastischen Grof3en Y 4,...,Y,, unkorreliert und gilt:
EY, =a +BX, mit Vay, =c¢?
wobei die Werte xy,..,X, bekannt und nicht alle gleich sind und die Parameter a, 3 und 02 unbekannt sind, so
gilt:

n n n n n n n
KDY =D x Dox Iy, nD x I¥, - > x, DY,
i=1 i=1 _ i=1 i=1 i=1

A== > und B= =
n n n n
"3 (3 nBi (3
i=1 i=1 i=1 i=1

Dies sind sowohl die effizienten, linearen Schatzfunktionen fur die Parameter o und B als auch fiir beobach-
tete Werte ys,....,yn die Losung des Ausgleichsproblems bezliglich minimaler Abstandsquadratsumme. Fiir
diese Schatzfunktionen gilt weiters:

VaA=—12 %2 uynd VaB=— 1 [p?

n(>(x, %)’ nDiZZl:(xi ~%)?

Cov(A,B) = -———=—[6?
—\2
i}, (x - %)
i=1
Eine unverzerrte Schéatzfolge fr o2 ist gegeben durch:

n
2 g(\(i—A—BD(i)2
S

n-2
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Bemerkung: Mit den Bezeichnungen:
o=[0] v
g Y, 1 x,

gilt in Matrixschreibweise fir die Schétzfunktionen folgendes:
~ (A -
o[-
B
Der Wert EY, der Regressionsfunktion an der Stelle x wird durch
O
EoY, =A+BX
geschétzt. Es gilt fur diese Schatzung:
A+BX=Y +B[{x-X)

Sind die abhangigen GroRen im Regressionsmodell normalverteilt mit Y;IN(a+pX,02), so gilt
folgender Satz:

I
~
I

Satz 37.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes 37.1 und normalverteilten Y; gilt:
* A und B sind auch die plausiblen Schétzfunktionen fir a und 3.
e AN(a,VarA) und BIN(B,VarB)
n
2
Y, -A-BLX,
IE:];( I I) B (n _ 2) [52

. > = —— ~Xh.2 (Pivot-GroRe)
o o

Konfidenzintervalle fur die Regressionsparameter und den Wert der Regressionsgeraden an einer Stdlle x
sind im Fall von Normalverteilungen durch folgenden Satz gegeben.

Satz 37.3 Unter den Voraussetzungen des Satzes 37.2 erhdlt man folgende Konfidenzintervalle fir (3, o2
und EY, mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-6:

. . n—2;1—§ n-2;1-—
« Konfidenzintervall fur B: | B- 2_ B+
n 2 n N2
M=% > -%)
i=1 i=1
—_ ) (n-2)5* (n-2)%°
« Konfidenzintervall fur o2 > , >
Xn—2;1—§ X n—2;§
2 2
+ Konfidenzintervall fur EY,:
1 (x-%)?

=\2
Y +Bx-X) -SO|= +— Kl 5,V+B[ﬂx—7)+SD%+ (x-x) i

40 —21-2
D YRS R > ) T
i=1 i=1
b

/
-

X

—
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37.2 _Multiple lineare Regression
Die Einstellgrofe und der Parametervektor sind k-dimensional:
X1 0,
x=|: und 06=] :

Xk 0,
Wenn fir die Regressionsfunktion gilt
K '
W(x) =3 8;x; =x B=EY,
=1
so ist das Regressionsmodell gegeben durch:
Y,=x ®+U, mit EU, -
VarY, =0® (Homoskedastizitét)
Fir Beobachtungen (Xi,Xiz,....Xik;Yx); i=1(1)n erhédlt man mit Hilfe der Methode der kleinsten Abstandsqua-
dratsumme die Schatzungen él,...,ék (Anpassung einer Hyperebene)

k ~
b(x) = Z;,ej ¥,
J:

an die Daten durch:

In Matrixschreibweise erhdlt man:

und es gilt:
(Y -km®)' [@X—K [(B) ~ min

Fir den Rang k=k erhélt man als Ldsung der Minimierungsaufgabe den Parametervektor

~

e1
6= : mit 6=(k'k) &K'

~

0,
Der Beweis ergibt sich durch die Lésung der Gauss'schen Normalgleichungen.
DieLésung él, e ék sind unter gewissen V oraussetzungen auch statistisch optimal.
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Gaul3-Markoff-Theorem
Satz 37.4 Mit den Bezeichnungen dieses Abschnittes und einer Stichprobe (Xiy,....Xik)Yi), i=1(1)n des Re-
gressionsmodells (R) und bei Gliltigkeit der folgenden Voraussetzungen
1) Rang k=k
2) Yy,...,Y,sind unkorrdiert
3) VarY;=0? (aleVarianzen sind gleich)
k
4) EY, =Zej x; Oi=1Dn
=1
5) der Raum der moglichen Parameterwerte ist keine Hyperebene des R
sind die eindeutig bestimmten effizienten, linearen Schétzfunktionen T; fir die 6;, j=1(1)k gegeben durch:
Tl Y1
=(k"E) Y omit y=|
Tk Yn
Eine unverzerrte Schatzfunktion fir o2 ergibt sich zu:

6

Beweis: Extrema unter Nebenbedingung
Bemerkung: Aus konkreten Daten erhdlt man die Schatzwerte wie aus dem Ausgleichsproblem. Der Schétz-
wert fUr die Varianz ist:

2
n Kk R
o Z[yi -2 X E(Bj}
52 == j=1

n-k
37.3 Prognose im Reqgressionsmodell
Esqilt:

~ ~ k ~

Y o=x"H=>8 X,
=1

Erwartungswert und Varianz sind dann gegeben durch:

EY, = EY,
vay, =x" k" &) &
Beweis.
R K . Kk R Kk R Kk
a EY, =€ Y6, &jj =Y E(x, )= % 0E8, =Y x® =EY,
=1 j=1 =1 ?J.’Eé =1

unverzerrt

b) Vav, = Var(f [é) =var X"« &) K'Y | = Var(z' Y) = Var[zn:zi D(ij -

i=1

ZT

dadie Varianz-Kovarianz-Matrix gleich VCov a?0, igt, gilt weiters:
n n -1 T

=Y va(z,ov,) = Y. ZZ Vary, = 2" 2?2 = 6° [ﬁ kT & M@[ﬂ(ﬂﬁk) j ijz
i=1 i=1 ‘ﬁfz—‘

= g2 [Ef fk " ) k" K) @[E(KT @g)_lej =x" ffk" &) X2
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VIll Elemente der Bayes-Statistik

38. Allgemeine und A-priori-Verteilungen
In der Bayes schen Statistik werden alle unbekannten Gréf3en durch stochastische Gréf3en mit zugehériger
Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben. Fir ein stochastisches Modell X[F(0B) mit Parameterraum ©

wird die Unsicherheit beziiglich des Parameters 6, der durch ene stochastische GroRe 6 beschrieben wird,
mittels eéiner sog. A-priori-Verteilung 1(6) von 6 ausgedrickt.

Beispid: Anteilsschatzung
Falls keine spezielle Vorinformation Uber den Parameter 8 vorliegt, kann man ()
eine uniforme Verteilung Uber den Parameterraum ©=[0,1] verwenden. Das

bedeutet:
m(6) 2 Uo,

In viden Fallen weil3 man jedoch a-priori mehr als nur 0<6<1, z.B. 0<6<1.
Dies kann man durch eine A-priori-Dichte in Form einer Betaverteilung 9
ausdriicken. 0 !
Betaverteilung Be(a,B) a>0, 3>0
Die Dichtefunktion der Betaverteilung ist gegeben durch:
— 1 a-1 B-1

f(xa,B) = o) 7 1= %)"7 0 (%)

Dabei ist B(LI) die Betafunktion:

r(a) T (p)

)= T avp)

Beispid: Lebensdauer X[EX;
Vorinformation Uber die zu erwartende L ebensdauer T kann durch eine A-priori-Verteilung (Gammaverte-
lung y(a,A)) ausgedriickt werden.

) = y(a.A)

Dabe sind die beiden Parameter a und A die sog. Hyper par ameter.

Wie modifiziert sich nun die A-priori-Verteilung, wenn man eine Stichprobe einer stochastischen Gréfe hat?
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39. Bayes’'sches Theorem und A-posteriori-Verteilung

Zu einem stochastischen Modell XF([B), 600© und ener A-priori-Vertellung i) von 9 liege eine konkrete
Stichprobe xy,...,Xx, mit x;My, i=1,...,n vor. Nach dem Stichprobenergebnis (Daten D) wird nun ene neue
Einschétzung von 9 gesucht, die sog. A-posteriori-Verteilung 1(6|D). Die A-posteriori-Dichte beschreibt
das Wissen Uber 8 nach Beobachtung der Daten. Die Transformation der A-priori-Vertellung 1(6) in die A-

posteriori-Vertelung unter Verwendung der Information aus der Stichprobe D geschieht mit Hilfe des
Bayes' schen Theorems;

39.1 Bayes’sches Theorem fur den diskreten Fall
Falls fur 6 nur endlich viele Werte méglich sind, ist die A-priori-Verteilung 11(6) folgendermal3en gegeben:

k
(61 e"j mit 3 p, =1 und n(ej) =p,
=

P - Px
Fur Beobachtungen von XOW([IB), d.h. einer konkreten Stichprobe, beschreibt man die durch die Daten be-
dingten Wahrscheinlichkeiten der 6; mittels der Bayes' schen Formel

_ (o))
6,[D) =
ol EW(D\ej)m(ej)

wobei W(DI6)) die Wahrscheinlichkeit der Stichprobe Xj,...,x, bei dem Parameterwert 6; darstellt. Im Falle
einer einfachen Stichprobe einer stochastischen Grofze X [Cp([0B) gilt:

w(o) =[] el o)

Die durch die Punktwahrscheinlichkeiten 11(6;|D) gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die A-

posteriori-Vertelung.

Bemerkung: Im Beispiel der Anteilsschatzung kann der Parameter 6 nur endlich viele Werte annehmen. Die
Berechnung ist alerdings umstandlich und eine kontinuierliche Beschreibung ist hinreichend
genau und einfacher.

39.2 Bayes’'sches Theorem fiur den kontinuierlichen Fall

Bei einem kontinuierlichen stochastischen Modell X[F(x|0), 600© wird die A-priori-Vertellung von 8 durch
eine A-priori-Dichte 1(8) beschrieben.

Hat man nur eine Beobachtung x von X so ist die 2-dimensional e stochastische GroRRe (X, 5) kontinuierlich
vertelt mit der gemeinsamen Dichtefunktion g(x,8). Die Dichtefunktion erhdt man nach der Definition von

bedingten Dichten als
o(x.6) = f(x6) (e)

Hat man eine Beobachtung x von X so 183 sich damit die durch X=x bedingte Dichte T(8|x) von 8 berech-
nen. Die bedingte Dichte T(6]x) ist definiert durch

r(ee) = 2
f,(x)

wobei f1([)] die Randdichte von X ist. Weiters gilt
f,(x) = Ig(x,e)de

(€]

L e
r{eh) [(x6) C{6)de

(€]

fiir f,(x) >0

und daraus folgt:
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Hat man eine Stichprobe vom Umfang n (Daten D=(X4,...,Xn)), S0 benétigt man die geme nsame Dichtefunk-
tion h(X,...,X,|0), dieim Fall einer einfachen Stichprobe von folgender Formist:

(xl,, ) |_|f( ) (6;x1,...,xn)
g(xl,...,xn,e) 1(6;Xy,...,X,,) 0(6)

Satz 39.1 Mit den Bezeichnungen dieses Abschnittes glIt flr die A-posteriori-Verteilung
m(6) 0(6; D)

r{efp) = [n(e (6;D)d6

Da der Nenner dieses Bruchs eine Konstante ist, schrel bt man das Bayes' sche Theorem auch folgenderma-

Ren:
n{8D) 0 7{e)i(e; D)
40. Konjugierte Verteilungsfamilien

Eine Familie F von Wahrscheinlichkeitsvertellungen fir den Parameter 6 eines stochastischen Modédlls
XF(x|8) heifdt zugehdrige konjugierte A-priori-Familie, falls fur jedes 1(6)JF und beliebige Daten auch
die A-posteriori-Dichte T(8|D) OF.

Beispid: Anteilsschatzung

Die Betavertellungen bilden zur Alternativverteilung eine konjugierte A-priori-Familie. Bei einer Alternativ-
verteilung kénnen die Punktwahrscheinlichkeiten in folgender Form geschrieben werden:

p(x6)=0*{1-6)  Ox {0}
Fur die A-priori-Verteilung 1(6) 2 Be{a,) gilt
n(e) 06 fr-e)*"
und fur die Plausibilitétsfunktion:
= |£|exi [f1-8)™ = 6" 1-6)" %"
=1

Die Anwendung des Bayes' schen Theore;ns flhrt auf die A-posteriori-Vertellung:
or+Zn:xi—1 -3 %,
nep)oe =  [f1-9)° 2xt 2 e((x+2x,,[3+n ij

Beispiel: L ebensdauer
Zur Exponentialverteilung bilden die Gammaverteilungen eine konjugierte A-priori-Familie. Unter folgen-
den Voraussetzungen

X ~f(xA) =A™ 0. (¥)
m(A) DA e P™
gilt fir die A-posteriori-Vertellung:

n(\D) OA*™* Ee_MémgXi} 2 v(a +n,B+ ixi]
i=1

n
Bemerkung: Die Statistik in ist in beiden obigen Beispiden hinreichend zur Berechnung der A-
i=1
posteriori-Dichte. Solche Statistiken nennt man suffiziente Statistiken. prafung!
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41. Verwendung der A-posteriori-Verteilung

Alle wesentlichen Information Uber den Parameter 8 eines stochastischen Modells X[([B),0000, die aus
erhobenen Daten gewonnen wird, ist in der A-posteriori-Verteillung 1(6|D) enthalten. Daher kann diese fur
Prognosen, Punktschéatzungen, Bereichsschétzungen und Tests (allg. Entscheidungen) herangezogen werden.

41.1 HPD-Bereiche

Sogenannte hochste A-posteriori-Dichte-Bereiche fur den Parameter 8 eines stochastischen Modells f(x|0)
entsprechen den Konfidenzbereichen, sind aber anders definiert. Fir die A-posteriori-Dichte 1(6|D) ist ein
HPD-Bereich © IO mit Sicherheit 1-a, 0<a<1, definiert durch:

1) [r(gp)do=1-a
2

2) r[((9|D)zcmaX 0600, wobel Cra die groltmogliche yF N

reelle Zahl ist, fur die 1) erfullt ist. e
Bemerkung: W{e D@*|D} =1-a ™

41.2 A-posteriori-Bayes-Schatzer

Prifung!

Falls ein Parameterwert als Schatzwert fir 8 gewtinscht wird, kann man einen charakteristischen Wert der A-
posteriori-Verteilung T(6|D) heranziehen.

Definition: Der A-posteriori-Bayes-Schétzer 6 fur einen 1-dimensionalen Parameter O0R ist der Erwar-
tungswert der A-posteriori-Verteilung von 6, d.h.:

0=E g8 = ie C{6|D)de

Falls ein geraffter Parameter 1(6)0R geschatzt werden soll, ist der diesbezligliche A-posteriori-
Bayes-Schétzer durch den Erwartungswert von r(e) definiert:

1(6) = [(6) {e[D)ce

(€]

Beispid: Anteilsschatzung
Fir die A-priori-Dichte wird eine uniforme Gle chverteilung angenommen, d.h. rr(e) =2 Ug;. Esgilt:

(o)D) = Be{(f)
jeuaizﬂxi [ﬂ1—e)”‘gxide B[Xn:xi+2,n—zn:xi+lj _znjxi+1

i=1 i=1

- (verzerrt!)

1 vy, " B n -
IGE f1-6)"Z" do B[in +ln—;><i +1j
0

i=1

n+2
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41.3 A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten von statistischen Hypothesen
Man geht von einer Parameterhypothese aus:
0,060 06,06
H,:0 0O, H,;:6 0O,
Um zu entscheiden, welche der Hypothesen angenommen werden kann, berechnet man die A-posteriori-
Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen.

a, =W{8 0,0}
o, = W{6 D©,/D}

a

Dierelative Plausibilitat e wird zur Entscheldung herangezogen. Dies kann mit Hilfe der Plausibilitéts-

a

funktion 1(8;D) und der A-priori-Dichte 1i(8) folgendermal3en berechnet werden:
a 1

[r{elD)de [ n(e)n(e;D)de
a, Ilrt(6|D)d6 ) jln(e) 11(6; D) do

9

41.4 Pradiktivverteilungen

In der Préadiktivdichte ist alle Information aus dem stochastischen Modell, der A-priori-Verteilung und den
beobachteten Daten verarbeitet. Die Pradiktivdichte entspricht der Randdichte von X der gemeinsamen

Dichtevon (X, 5):
f(xD) = i g(x,8)de = !} f(xje) o{e|D)de

Beispid: Prognose des Energiebedarfs
Die stochastische Grof3e X sé normalverteilt mit unbekanntem Mittel, d.h.: X[IN(8,042) mit o2 bekannt. Die
A-priori-Vertellung entspricht folgender Normalverteilung:

(8) = N(p,rz)

Daraus ergibt sich die A-posteriori-Verteilung

n
2
o2 vX 12 [0
T[(6|D)£N 20 2 + 2:l 2’ 2 02
na~+og ni“+og; nkic+oj

und daraus die gemeinsame Dichte und weiters die Pradiktivdichte.
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42. Bayes’sche Entscheidungsregeln

Entscheidungen sind oft mit Verlusten verbunden.

Beispid: Warenlieferung von N Stlicken

Die moglichen Entscheidungen sind entweder Annahme d, oder Ablehnung d;. Der Anteil der schlechten
Stlicke in der Warenlieferung ist gleich:

g=A
N
Weters liegt eine A-priori-Dichte 1(8) von 8 vor und eine Stichprobe vom Umfang n. Daraus ergibt sich
die A-posteriori-Dichte T(8|D). Fir jedes gute Stiick erzielt man den Gewinn G und fur jedes schlechte Stiick
den Verlust K. Gesucht ist nun die optimale Entscheidung. Dazu berechnet man den Verlust L(6,d) (Verlust
bei Anteil © und Entscheidung d, j=0,1).

L(6,d,) =N K - (1-6) N [G

L(6,d,) =(1-6) (N G

Zur Findung der optimalen Entscheldung berechnet man den A-posteriori-Erwartungswert der Verlustfunkti-
on L(6,d):

- 1
Eoo)L(6.0;) = [L(6.d,)eD)de  j=01
0
Die Bayes sche Entscheidung ist jene, welche den kleineren zu erwartenden Verlust liefert (j=0 oder j=1).

Bemerkung: Im obigen Beispiel wird man am Gewinn (Nutzen) interessiert sein. Dazu berechnet man die
Nutzenfunktion U(8,d):
U(6,d,) = (1-6)IN[G-6IN K
u(e,d,)=0
Im Fall dieser Nutzenfunktion wird der a-posteriori zu erwartende Nutzen maximiert. Im kon-
kreten Beispiel kommt es daher zur Entscheidung d, falls gilt:

E 9oy U(8.dc) >0

42.1 Entscheidungen und Entscheidungsreqgeln

Das Konzept der Entscheidungstheorie ist sehr allgemein. Das Modell dazu sind Entscheidungsregeln und
Entscheidungen. Entscheidungsregeln sind Vorschriften, nach denen konkrete Entscheidungen getroffen
werden.

d=3(Xy,....X,)
Beispidefur Entscheidungsregeln:
» Schéatzfunktionen
» Konfidenzfunktionen
» Testvorschriften
(X, X)) =1y (Xg,0 X)) (Iv(...): Indikatorfunktion des Verwerfungsraumes = 0=Annahme)

Beispidefir Entscheidungen:

» konkrete Schitzwerte

» konkrete Konfidenzbereiche

e Ablehnung oder Annahme einer statistischen Hypothese
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Zur Ermittlung guter Entscheidungsregeln zieht man den zu erwartenden Verlust heran:
EL(6,5(X,..... X,,)) = R(8,3)
Dabei stellt R(0,0) die sog. Risikofunktion der Entscheidungsregel o dar.
Bemerkung: Vor Erhebung der Dateniist L(6,0(X4,...,X,)) €ne stochastische Grolze.

Der Vergleich von Entscheidungsregeln erfolgt mit Hilfe der Risikofunktion. Dabei wird die Verteilung 11(0)
des Parameters 6 herangezogen. Das sog. Bayes' sche Risiko r(11,0) zu eéner Entscheidungsregdl o bel gege-

bener A-priori-Dichteist:
r(1.8) = ER(8.3) = [ R(6,3) (6) do
©

Definition: Eine Bayes sche Entscheidungsregel & in einer Klasse A von betrachteten Entscheidungsregeln
ist eine solche, die minimales Bayes' sches Risiko hat, d.h.:

r(rt,z') ) = min r(rd)
Bemerkung: Im begleitenden Beispiel 1 (Anteilsschdtzung) am Anfang dieses Abschnittes wurde die A-
posteriori-Dichtevon 6 verwendet. Dazu gilt folgender Satz:

Satz 42.1 Bayes sche Entscheidungsregeln 6 entstehen, wenn man zu jeder konkreten Stichprobe jene Ent-
scheldung d nimmt, welche den a-posteriori zu erwartenden Verlust

E o0)-(6.9) =(J;L(6 3(Xy, X)) By .., X, OO
minimiert.
42.2 Bayes-Schéatzer (unter Einbeziehung von Verlustbetrachtungen)

Bel gegebener A-priori-Information und Verlustfunktion ist die optimale Punktschétzung fir den Parameter
0 (bzw. den gerafften Parameter 1(8)) gesucht. Dabe gilt mit den konkreten Daten Xy, ..., X

Der Bayes-Schétzer fur 0 beziglich der Verlustfunktion L(CI)Yist jener, der den a-posteriori zu erwartenden
Verlust

En(e‘D)L(G,S(xl,...,xn))
minimiert. FUr eine quadratische Verlustfunktion kann man den optimalen Schéatzwert allgemein angeben:

Satz 42.2 Mit den Bezeichnungen dieses Abschnittes ist die Bayes'sche Schétzung fir einen 1-
dimensionalen Parameter 6 bel quadratischer Verlustfunktion

L(6.6)=(e-8)°

gleich dem Erwartungswert der A—posteriori Verteilung 1(6|D) von 9:
E 6i0) je (q(6|D)de

Fir geraffte Parameter 1(0) gilt analog:
[]

1(6) = E,yq0)7(6) = Jv(e){opp)oe
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Beweis. Der Bayes-Schéatzer beziiglich quadratischer Verlustfunktion mui jeder konkreten Stichprobe jenen

Schétzwert d (Entscheidung) zuordnen, der den a-posteriori zu erwartenden Verlust En(e‘ D) (5 - d)2

minimal macht.
Mit der Kurzbezeichnung Ep flr En(e‘D) gilt:

E,(6-d)" =E,([8- £,8] +[E6-d)) =
=ED[(§—ED6)2+Z(6—ED6)(E 6-d)+(E,B-d) }
=E [(e Eqb) }+2[E [ [ )2}:

6 E,0 ]
:varDe+2EIED(9 - Eoe)( ) ( )
-d)+(Eo8-d)

= Var,f + 2[{E, 6 - E; ) E, 0
T
=Va,d+(Eo8-d)”  wirdminima fir E,6=d
20
Bemerkung: Fur die Verlustfunktion L(0,d)=(6-d) ist der Median der A-posteriori-Verteilung die Bayes' sche
Entscheidung fur die Schéatzung von 60R.
42.3 _Angewandte Bayes’sche Entscheidungen

Beispid: Ein Autohandler mul3 entscheiden, wieviele Autos er bestdlen soll. Er kann pro verkauftem Auto
mit 5 GE Gewinn rechnen, wenn er das bestellte Auto vor Einfihrung eines neuen Moddlls ver-
kauft. Wenn er nach Einflihrung noch Autos auf Lager hat, kann er diese nur mit einem Verlust von
3 GE pro Stuck verkaufen. Wie vidle Autos soll er bestellen ?

Wir verwenden fol gende Bezei chnungen:

. Anzahl der verkauften Autos (vor dem neuen Modell)
d.oo. Anzahl der bestellten Autos. Dabei stellen d,...,dr, die mdglichen Entscheidungen dar.
[ stochastische GroRe mit einer A-priori-Verteilung T(8) auf No, zB. Mz ={01.2,....k} .

U(8,d)) ...Nutzen (Gewinn) der Entscheidung dj, falls 0=0.

Zur Entsche dungsfindung zieht man den zu erwartenden Nutzen der einzelnen Entscheidungen d; heran:
_ k
0(d; )= E,,u(6.d) = ;u(.,dj) (i)
Die Bayes sche Entscheidung ist nun jenes dj, fur das U(d j) maximal ist. prifung

Die Entscheidung hangt wesentlich von der (subjektiven) Wahrscheinlichkeitverteilung () auf M; ab.
Daher ist Expertenwissen und Erfahrung von besonderer Bedeutung.
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Im Beispiel ist der Nutzen gleich:

U(e,dj) :{GB_(dj —G)EIB fir6<d,

d, 5 fur 8> d,

In einer Tabele dargestellt sieht dies folgendermalien aus:

d\6 0 1 2 3 . k
0 0 0 0 o .. 0
1 -3 5 5 5 .. 5
2 -6 2 10 0o .. 10
3 9 L e :
m B e e e 5l

1(0) 11 (k)

Bemerkung: Man kann auch den Verlust e nbeziehen, wenn man zu wenige Autos kauft. Die Nutzenfunktion

hat dann folgender Form:
Ulod ) 05— (d; -0)(3 fur0<d,
(0.0))= d;5-(6-d;)5 fir6>d,

Allgemeiner Fall diskreter Entschei dungsmdglichkeiten
Wir verwenden fol gende Bezei chnungen:

- B Zustand eines Systems (diskret oder kontinuierlich)
(O N Raum der mdglichen Zustande
o) ............ A-priori-Vertellung (A-priori-Information) Gber 6

di,....0m e mogliche Entscheidungen
u@,d)........ Nutzen der Entscheidung dj, falls das System im Zustand 6 ist

Die Entscheidungsgrundlage bildet der Erwartungswert des Nutzens der Entscheidung d.
E,yu(6.d)=Ula))
Die optimale Entscheidung im Bayes'schen Sinne ist jenes D; mit gréftem U(dj) . Im Fall diskreter Zustan-

de8;,,...,6¢ gilt:
Ufd)= iu(ei d,)0(8,)  mit n(8)=W{ 6=6}

und im kontinuierlichen Fall (d.h. © kontinuierlichy):
U(d;) = [u(e,d;)cn{e)de  mit n(6) gleich der Dichte von

©
Bemerkung: Man wird fir Ti([) jeweils die aktuellsten Informationen heranziehen (1(6|D)).
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IX Unscharfe Daten Charakterisierende Funktionen

IX Unscharfe Daten

43. Charakterisierende Funktionen

Viele Messungen fiihren nicht zu exakten Zahlen, sondern sind mehr oder weniger unscharf (fuzzy). Zur
Beschreibung ist das Konzept unschar fer Zahlen niitzlich.

Exakte redlle Zahlen und Intervalle sind in eindeutiger Weise charakterisiert durch deren Indikatorfunktion:
.

Xi OR = 1 (0

[ab]OR — I,y (F

a b
Da die Rander oft unscharf sind, a3t man auch allgemene 1 £
Funktionen als Indikatorfunktionen zu. Dabe wird &([) als J \&
char akterisier ende Funktion bezeichnet.

Waters gilt, daR firr die unscharfe Zahl x* bei gegebener cha- 1
rakterisierender Funktion &([) die sog. a-Schnitte gegeben sind
durch:

B(,(x*):z {x&(x) = a}

Dabe ist zu beachten, dai alle a-Schnitte abgeschlossene In- X
tervalle sein missen.

44. Kombination unscharfer Beobachtungen

Im Fall unscharfer Daten xy ,....x, gilt fur das unscharfe x’ OMx"™
& (Xg,Xy) = Kn(El(xl),...,En(xn))

E(XysenXp) = ig(ilﬂai(xi)

Damit kann man Statistik auch fur unscharfe Daten machen.

Statistik fur Winfler 79






Anhang Standard-Normalverteilung

Anhang
1. Standard-Normalverteilung

1.1  Verteilungsfunktion ®(x) der Standard-Normalverteilung N(0,1)
Esqilt:
o P(-x)=1-P(x)

¢ Fpo?)= oY)

X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
10 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
14 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
15 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
18 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
19 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
21 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990

1.2 Quantile u,

(XEN(0,1) = W(X<uy)=p)
p | 055 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 095 0975 099 0995
Up | 01257 02533 03853 05244 0,6745 08416 10364 12816 16449 109600  2,3263  2,5758

1.3 A-posteriori-Verteilung fur das unbekannte Mittel
Wenn X4,...,X,, eine Stichprobe einer Normalverteilung mit bekannter Varianz o, und unbekannten Mittel 6
ist und B a-priori normalverteilt ist mit Mittel p und Varianz 12, so gilt:
2 + 2 2 2
nfop)=n| e BIN L Kn To L
O,+nld Oy +nlt

1.4 Rechenregeln

Wenn X[N(,02) und Y=aX+f (a>0, BOR) dann gilt: YIN(alp+p,02d?)
Wenn X[N(x,0x2) und Y IN(ly,0v?) dann gilt: X+YIN(ux+Uy,0x2+0v2)  (Additionstheorem)
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Chiquadrat-Verteillung Anhang

2. Chiquadrat-Verteilung

2.1  Quantile
(XDKn2 = W(X<x)=p)

n\p 0,005 0,01 0,025 0,05 0,10 0,20 0,25 0,30 0,40
1 0,0000 0,0002 0,0010 0,0039 0,0158 0,0642 0,1015 0,1485 0,2750
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 0,4463 0,5754 0,7133 1,0217
3 0,0717 0,1148 0,2158 0,3518 0,5844 1,0052 1,2125 1,4237 1,8692
4 0,2070 0,2971 0,4844 0,7107 1,0636 1,6488 1,9226 2,1947 2,7528
5 0,4118 0,5543 0,8312 1,1455 1,6103 2,3425 2,6746 2,9999 3,6555
6 0,6757 0,8721 1,2373 1,6354 2,2041 3,0701 3,4546 3,8276 4,5702
7 0,9893 1,2390 1,6899 2,1673 2,8331 3,8223 4,2549 4,6713 5,4932
8 1,3444 1,6465 2,1797 2,7326 3,4895 4,5936 5,0706 5,5274 6,4226
9 1,7349 2,0879 2,7004 3,3251 4,1682 5,3801 5,8988 6,3933 7,3570
10 2,1558 2,5582 3,2470 3,9403 4,8652 6,1791 6,7372 7,2672 8,2955
11 2,6032 3,0535 3,8157 4,5748 5,5778 6,9887 7,5841 8,1479 9,2373
12 3,0738 3,5706 4,4038 5,2260 6,3038 7,8073 8,4384 9,0343 10,1820
13 3,5650 4,1069 5,0087 5,8919 7,0415 8,6339 9,2991 9,9257 11,1291
14 4,0747 4,6604 5,6287 6,5706 7,7895 9,4673 10,1653 10,8215 12,0785
15 4,6009 5,2294 6,2621 7,2609 8,5468 10,3070 11,0365 11,7212 13,0298
16 5,1422 5,8122 6,9077 7,9616 9,3122 11,1521 11,9122 12,6243 13,9827
17 5,6973 6,4077 7,5642 8,6718 10,0852 12,0023 12,7919 13,5307 14,9373
18 6,2648 7,0149 8,2307 9,3904 10,8649 12,8570 13,6753 14,4399 15,8932
19 6,8439 7,6327 8,9065 10,1170 11,6509 13,7158 14,5620 15,3517 16,8504
20 7,4338 8,2604 9,5908 10,8508 12,4426 14,5784 15,4518 16,2659 17,8088
21 8,0336 8,8972 10,2829 11,5913 13,2396 15,4446 16,3444 17,1823 18,7683
22 8,6427 9,5425 10,9823 12,3380 14,0415 16,3140 17,2396 18,1007 19,7288
23 9,2604 10,1957 11,6885 13,0905 14,8480 17,1865 18,1373 19,0211 20,6902
24 9,8862 10,8563 12,4011 13,8484 15,6587 18,0618 19,0373 19,9432 21,6525
25 10,5196 11,5240 13,1197 14,6114 16,4734 18,9397 19,9393 20,8670 22,6156
30 13,7867 14,9535 16,7908 18,4927 20,5992 23,3641 24,4776 25,5078 27,4416
40 20,7066 22,1642 24,4331 26,5093 29,0505 32,3449 33,6603 34,8719 37,1340
50 27,9908 29,7067 32,3574 34,7642 37,6886 41,4492 42,9421 44,3133 46,8638
60 35,5344 37,4848 40,4817 43,1880 46,4589 50,6406 52,2938 53,8091 56,6200
70 43,2753 45,4417 48,7575 51,7393 55,3289 59,8978 61,6983 63,3460 66,3961
80 51,1719 53,5400 57,1532 60,3915 64,2778 69,2070 71,1445 72,9153 76,1879
90 59,1963 61,7540 65,6466 69,1260 73,2911 78,5584 80,6247 82,5111 85,9925
100 67,3275 70,0650 74,2219 77,9294 82,3581 87,9453 90,1332 92,1290 95,8078
n\p 0,50 0,60 0,70 0,75 0,80 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 0,4549 0,7083 1,0742 1,3233 1,6424 2,7055 3,8415 5,0239 6,6349 7,8794
2 1,3863 1,8326 2,4079 2,7726 3,2189 4,6052 5,9915 7,3778 9,2104 10,5965
3 2,3660 2,9462 3,6649 4,1083 4,6416 6,2514 7,8147 9,3484 11,3449 12,8381
4 3,3567 4,0446 4,8784 5,3853 5,9886 7,7794 9,4877 11,1433 13,2767 14,8602
5 4,3515 5,1319 6,0644 6,6257 7,2893 9,2363 11,0705 12,8325 15,0863 16,7496
6 5,3481 6,2108 7,2311 7,8408 8,5581 10,6446 12,5916 14,4494 16,8119 18,5475
7 6,3458 7,2832 8,3834 9,0371 9,8032 12,0170 14,0671 16,0128 18,4753 20,2777
8 7,3441 8,3505 9,5245 10,2189 11,0301 13,3616 15,5073 17,5345 20,0902 21,9549
9 8,3428 9,4136 10,6564 11,3887 12,2421 14,6837 16,9190 19,0228 21,6660 23,5893
10 9,3418 10,4732 11,7807 12,5489 13,4420 15,9872 18,3070 20,4832 23,2093 25,1881
11 10,3410 11,5298 12,8987 13,7007 14,6314 17,2750 19,6752 21,9200 24,7250 26,7569
12 11,3403 12,5838 14,0111 14,8454 15,8120 18,5493 21,0261 23,3367 26,2170 28,2997
13 12,3398 13,6356 15,1187 15,9839 16,9848 19,8119 22,3620 24,7356 27,6882 29,8193
14 13,3393 14,6853 16,2221 17,1169 18,1508 21,0641 23,6848 26,1189 29,1412 31,3194
15 14,3389 15,7332 17,3217 18,2451 19,3107 22,3071 24,9958 27,4884 30,5780 32,8015
16 15,3385 16,7795 18,4179 19,3689 20,4651 23,5418 26,2962 28,8453 31,9999 34,2671
17 16,3382 17,8244 19,5110 20,4887 21,6146 24,7690 27,5871 30,1910 33,4087 35,7184
18 17,3379 18,8679 20,6014 21,6049 22,7595 25,9894 28,8693 31,5264 34,8052 37,1564
19 18,3376 19,9102 21,6891 22,7178 23,9004 27,2036 30,1435 32,8523 36,1908 38,5821
20 19,3374 20,9514 22,7745 23,8277 25,0375 28,4120 31,4104 34,1696 37,5663 39,9969
21 20,3372 21,9915 23,8578 24,9348 26,1711 29,6151 32,6706 35,4789 38,9322 41,4009
22 21,3370 23,0307 24,9390 26,0393 27,3015 30,8133 33,9245 36,7807 40,2894 42,7957
23 22,3369 24,0689 26,0184 27,1413 28,4288 32,0069 35,1725 38,0756 41,6383 44,1814
24 23,3367 25,1064 27,0960 28,2412 29,5533 33,1962 36,4150 39,3641 42,9798 45,5584
25 24,3366 26,1430 28,1719 29,3388 30,6752 34,3816 37,6525 40,6465 44,3140 46,9280
30 29,3360 31,3159 33,5302 34,7997 36,2502 40,2560 43,7730 46,9792 50,8922 53,6719
40 39,3353 41,6222 44,1649 45,6160 47,2685 51,8050 55,7585 59,3417 63,6908 66,7660
50 49,3349 51,8916 54,7228 56,3336 58,1638 63,1671 67,5048 71,4202 76,1538 79,4898
60 59,3347 62,1348 65,2265 66,9815 68,9721 74,3970 79,0820 83,2977 88,3794 91,9518
70 69,3345 72,3583 75,6893 77,5766 79,7147 85,5270 90,5313 95,0231 100,4251 104,2148
80 79,3343 82,5663 86,1197 88,1303 90,4053 96,5782 101,8795 106,6285 112,3288 116,3209
90 89,3342 92,7614 96,5238 98,6499 101,0537 107,5650 113,1452 118,1359 124,1162 128,2987
100 99,3341 102,9459 106,9058 109,1412 111,6667 118,4980 124,3421 129,5613 135,8069 140,1697

2.2 Rechenregeln

Esgilt: y(g ,2) Exﬁ
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Anhang t-Vertalung
3. t-Verteilung
3.1  Quantile
(X, = W(X<X)=p)
n\p 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 0,142 0,289 0,445 0,617 0,816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 0,137 0,277 0,424 0,584 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 0,134 0,271 0,414 0,569 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 0,131 0,265 0,404 0,553 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,130 0,263 0,402 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,130 0,262 0,399 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 0,128 0,258 0,393 0,537 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0,128 0,258 0,392 0,535 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 0,128 0,257 0,392 0,534 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0,127 0,257 0,392 0,534 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 0,127 0,257 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 0,127 0,256 0,390 0,532 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 0,127 0,256 0,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,127 0,256 0,389 0,531 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 0,126 0,255 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 0,126 0,254 0,387 0,527 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 0,126 0,254 0,386 0,526 0,677 0,845 1,041 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
4. F-Verteilung
4.1 0,975-Quantile
1
(X [Fm,n:> W(XSX):p) m;n;a =
I:n;m;l—c(
n\m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 40 60 120 0
1 647,79 799,48 864,15 899,6 921,83 937,11 948,2 956,64 963,28 968,63 984,87 993,08 1001,4 1005,6 1009,8 1014 1018,3
2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 3940 3943 3945 39,46 39,47 39,48 39,49 39,50
3 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 1454 14,47 1442 1425 14,17 14,08 14,04 13,99 13,95 13,90
4 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90 8,84 8,66 8,56 8,46 8,41 8,36 8,31 8,26
5 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62 6,43 6,33 6,23 6,18 6,12 6,07 6,02
6 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,62 5,46 5,27 5,17 5,07 5,01 4,96 4,90 4,85
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76 4,57 4,47 4,36 4,31 4,25 4,20 4,14
8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30 4,10 4,00 3,89 3,84 3,78 3,73 3,67
9 7,21 571 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 3,96 3,77 3,67 3,56 3,61 3,45 3,39 3,33
10 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72 3,562 3,42 3,31 3,26 3,20 3,14 3,08
15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06 2,86 2,76 2,64 2,59 2,52 2,46 2,40
20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77 2,57 2,46 2,35 2,29 2,22 2,16 2,09
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51 2,31 2,20 2,07 2,01 1,94 1,87 1,79
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39 2,18 2,07 1,94 1,88 1,80 1,72 1,64
60 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,41 2,33 2,27 2,06 1,94 1,82 1,74 1,67 1,58 1,48
120 5,15 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,39 2,30 2,22 2,16 1,94 1,82 1,69 1,61 1,53 1,43 1,31
) 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19 2,11 2,05 1,83 1,71 1,57 1,48 1,39 1,27 1,00
5. Gammaverteilung
Wenn X;0y(a1,B) und Xz0y(02,B) dann gilt: X1 +XOy(as+0z,B)
Wenn X Oy(a,B) und cOR dann gilt: cXOy(a,cB)
[}
Esgilt: y(% ,2) =x2
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Symbolverzeichnis

Symbolverzeichnis
(MEW).oiiiins Wahrscheinlichkeitsraum I [ Preisindex nach Paasche
[ vertelt nach W )
Do stochastisch unabhanglg | N Wertindex
Deeeeeeeeeeeeeeeeseese s s seenseas existiert [CHSTR 7 RIS Plausibilitatsfunktion
D oot teeeeee s fur alle LNED....oov logarithmische Normal verteilung
M e Merkmalraum
d.....Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art Mng,.om wooveeeeneeiennnen: Multinomialverteilung
BWahrsche nlichkeit eines Eehlers zweiter Art MAD .....ccccovveeeee. mittlere absoluteAbweghung
B oo System der Borel-Mengen in R NEDL o, Normal\{ert_ellun_g
Beveeeeeeeeeeeeereeenens Dichte der Normalverteilung o) R Punktwahrscheinlichkeit
Dryereeeesseeessreesneessneesnns Korrelationskoeffizient Pl s Poisson-Verteilung
I Chiquadrat-Verteilung Qi Yule scher Assoziationskoeffizient
Ollcverrerenrenmeenreneeie e Dirac-Verteilung Moo er_np|r|scher Korrelat!onskoeff!z! ent
0 Element von R _Stlchprobm—Korrdatlonskoef_f|2| ent
D k em .E| erment von s ampirische Streuung/Stan dgr_ d aﬁwel ch_ung
F. Familievon Wahrscheinlichkeitsverteilungen ié':::éﬁﬁi"riéér}é"\? i o vaiane
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